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2つの正規母集団の比較
母平均の差の区間推定

母分散の比の区間推定

推測統計

推測対象による分類

推測統計学
inferential statistics

母数の値母数の値
母平均
母分散

推測対象母集団の母集団の
従う分布従う分布

その他その他

推定：点推定，区間推定

仮説検定

適合度検定 独立性の検定 推測方法

母数の推定

母集団の推定

標本
sample

母集団
population

母数 parameter

推定量 estimator

L
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22 sS
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••パラメトリックパラメトリック
母数θがわかると母集団分
布がわかる場合

••ノン・パラメトリックノン・パラメトリック
母数θのみ推定したい（母集
団分布に関心がない）場合

••点推定点推定
母数θをある1つの値 で指定する方法

••区間推定区間推定
母数θの値が入る確率がある値以上を保
証する区間を求める方法

θ̂

無作為抽出

不偏推定量

母数の推定量・推定値
母数θを推定するために用いる統計量Wを，θの推定量という

推定量Wの実現値をθの推定値という

不偏推定量
E(W)=θが成り立つとき，統計量Wをθの不偏推定量という

例1：標本平均

例2：標本分散

例3：不偏分散

X
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標本の観測値から
計算される量

この店舗の平均来客数は294である

母数（母平均）の推定：点推定 point estimation

ある店舗の36日分の週末来客数のデータ

標本平均値：294

点推定点推定

この店舗の週末の平均来客数を知りたい！

300 356 319 213 229 244
317 306 390 287 268 257
274 231 370 275 186 327
365 272 335 167 289 352
351 299 327 405 259 376
301 337 229 244 279 243

母集団母集団
populationpopulation

ある店舗の
週末来客数

標本標本
samplesample
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母数の推定：点推定 point estimation

点推定
積率法 method of moments

積率（モーメント）を利用する方法

最尤法 maximum likelihood method
最尤原理：「現実の標本は確率最大のものが実現した」に基づく方法

Xの（原点まわりの）r次積率

Xの期待値まわりのr次積率

Xのr次標準化積率

)( r
r XEμ =

r
r XE'μ )( μ−=

r
r XE }/){( σμα −=

nXX ,,1 L
母数
標本
母集団確率分布

θ

),( θxf

尤度関数 ∏
=

=××=
n

i
in xfxfxfL

1
1 ),(),(),()( θθθθ L

尤度関数を母数空間ΘΘ上で最大にするものを推定値・推定量とする
尤度関数を最大にするθ：最尤推定値 maximum likelihood estimate
母数空間ΘΘ parameter space ：母数がとりうる値の集合

※注意：最尤法は尤度関数を作る関係上，母集団分布がわからないときは使えない！

nxxx ,, 21 L
n個の標本の実現値（観測値）

母数の推定：点推定 point estimation

最尤法 maximum likelihood method
例：母集団分布が X=1,0 で 1をとる確率 p のベルヌーイ分布
Bi(1,p) とする．母数 p を推定したい．

1,1,0,1,1 54321 ===== XXXXX
5つの標本をとったところ…

尤度関数を最大にするpを求めると…

)1()( 4 pppL −=
尤度関数は

54ˆ

0)54()( 3

=→

=−=

p

pp
dp

pdL

最尤推定値

点推定の基準
不偏性

推定量 の期待値が，真の母数 の値となる性質

例1：標本平均 は母平均 の不偏推定量

例2：標本分散 は母分散 の不偏推定量ではない

例3：不偏分散 は母分散 の不偏推定量

一致性
標本数nが大きくなれば，推定量 が真の母数 に近づく性質

例1：標本平均 は母平均 の一致推定量

例2：標本分散 は母分散 の一致推定量

例3：不偏分散 は母分散 の一致推定量

母数の推定：点推定 point estimation

X

θ

0)|ˆ(|,0 →>−>∀ εθθε nP

θθ̂

θ̂

μ

2σ

2σ2S
2s

θθ =)ˆ(E 一致推定量
consistent estimator

μ

2σ

2σ
X

2S
2s

モーメント法モーメント法による
母平均の推定量 ．
母分散の推定量 ．

X
2S

不偏推定量
unbiased estimator

この2つの性質は，

推定量が最小限
満たすべき性質

点推定の基準
漸近正規性 asymptotic normality

標本分布の漸近分布が正規分布である性質

例：標本平均 の漸近分布は，中心極限定理より，母
集団分布に関係なく正規分布となる

有効性 efficiency
不偏性と一致性を満たす他のいかなる推定量よりも，
分散が小さいという性質

例：母集団分布が正規分布の場合，標本平均 は母
平均 の有効推定量

漸近有効性 asymptotic efficiency
漸近分布が正規分布となる推定量のうち，漸近分散
が最小となる性質

例：最尤推定量は一般に漸近有効性を持つ

母数の推定：点推定 point estimation

X

有効推定量 efficient estimator
〔最小分散不偏推定量 minimum variance unbiased estimator〕

漸近正規推定量
asymptotic normally estimator

μ
X

漸近的有効推定量
asymptotically efficient estimator

有効性の検証が難
しいため，漸近有効
性を用いる

母数（母平均）の推定：点推定

例題
40人のクラスでテストを行った．10人の採点をしたところ結

果は以下のとおりとなった．クラス全体の平均は何点だろう
か？ ただし満点は100点である

(1) 点推定で母平均を推定せよ

0.71
10

65607185756773826270
=

+++++++++

65607185756773826270

母数の推定：区間推定 interval estimation

区間推定 … 母数の取り得る区間を推定する

「母平均 は○○から△△の間にある」

推測の区間だけではなく，
推測の当たる可能性（確からしさ）も重要

推測の区間の幅が広ければ広いほど，
当たる可能性は高くなる

μ

「母平均 は

□□%の確からしさで，

○○から△△の間にある」

信頼度（信頼係数）信頼度（信頼係数）

信頼区間信頼区間

μ

例：文教大学の男子学生の平均身長は？
「平均身長は0cm～300cmの間にある」
「平均身長は100cm～200cmの間にある」
「平均身長は160cm～180cmの間にある」
「平均身長は170cm～175cmの間にある」
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母数の推定：区間推定 interval estimation

区間推定

信頼度（信頼係数）

推測した結果がどれだけ信頼できるかの目安

信頼区間

推測の範囲

信頼区間の幅が広い
⇒ 推測が当たる可能性高い
⇒ 信頼度が高い

信頼区間の幅が狭い
⇒ 推測が当たる可能性低い
⇒ 信頼度が低い

信頼区間

例：文教大学の男子学生の平均身長は？

0cm 300cm

100cm 200cm

160cm180cm

170cm175cm

信頼度

信頼度

信頼度

信頼度

＞＞
＞＞

＞＞

ある程度充分な数の標本（n個）を

収集し，信頼度を保ちながら，なる
べく狭い信頼区間を推定したい！

母数の推定：区間推定 interval estimation

パーセント点 percentage point
分布の100α%点

上側100α%点

下側100α%点

両側100α%点

例：標準正規分布の

両側100α%点

例：信頼率0.95(95%)なら，α=0.05
信頼率0.90(90%)なら，α=0.10

例：正規分布の両側5%点（上側2.5%,下側2.5%）
約1.96, 約-1.96

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

両側100α%点

100α%

母数の推定：区間推定 interval estimation

パーセント点 percentage point
例：自由度10のt 分布の

上側100α%点

例：自由度5のχ2分布の

両側100α%点

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

上側100α%点

100α%

5 10 15 20

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

両側100α%点

100α%

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

95％

-1.96 1.96

母数の推定：区間推定 interval estimation

区間推定
標準正規分布に従う確率変数 Z を使う

標準正規分布に従う確率変数 Z が ｰ1.96以上1.96
以下の値をとる確率は0.95

)96.196.1(

)96.196.1(

)96.196.1(95.0

n
X

n
XP

n
XP

ZP

σμσ
σ

μ

+≤≤−=

≤
−

≤−=

≤≤−=

)1,0(      ),(
2

N
n

XZ
n

NX ～～
σ

μσμ −
=⇔

2.5％2.5％

N(0,1)

母数の推定：区間推定 interval estimation

区間推定（母分散が既知の場合）

母平均μは95%の信頼度で以下の信頼区間の間

にあると推測できる！

信頼度95％の信頼区間の幅

n
X

n
X σμσ 96.196.1 +≤≤−

n
σ96.12×

母分散σ2がわかると計算できる

注：有限母集団（大きさN）の場合

1−
−

→
N

nNσσ
-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

母数（母平均）の推定：区間推定

区間推定（母分散が既知の場合: Z推定）

母平均μは100(1-α)%の信頼度で以下信頼区間の間にある

n
ZX

n
ZX σμσ

αα
22

+≤≤−

標準正規分布 N(0,1) で Zα/2 のとる確率によって定まる

2.581.961.64Zα/2

99%95%90%信頼度

90%

95%

99%

1.64 1.96 2.58

広広

狭狭

信
頼
区
間

信
頼
区
間

信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係

標本数n：大大

標本数n：小小信頼度：大大

信頼度：小小

N(0,1)
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母数（母平均）の推定：区間推定

例題
40人のクラスでテストを行った．10人の採点をしたところ結果

は以下のとおりとなった．クラス全体の平均は何点だろうか？
ただし満点は100点である

(1) 母分散が59のとき，信頼度95%で区間推定せよ

信頼度95% → α=0.05 → Zα/2=1.96

761.75239.66  
10
5996.10.71

10
5996.10.71  

≤≤↔

+≤≤−→

μ

μ

65607185756773826270

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

母数（母平均）の推定：区間推定

区間推定（母分散が未知の場合）

自由度n-1の t 分布に従う確率変数 T を使う

自由度9の t 分布に従う確率変数 T がｰ2.262以上
2.262以下の値をとる確率は0.95

)
1

262.2
1

262.2(

)262.2
1

262.2(

)262.2262.2(95.0

−
+≤≤

−
−=

≤
−

−
≤−=

≤≤−=

n
SX

n
SXP
nS

XP

TP

μ

μ

-2.262 2.262

)1(
1

−
−

−
= nt

nS
XT ～

μ

95％

2.5％2.5％

t(9)

母数（母平均）の推定：区間推定

区間推定（母分散が未知の場合）

母平均μは95%の信頼度で以下の信頼区間の間
にあると推測できる！（自由度9の時）

信頼度95％の信頼区間の幅（自由度9の時）

1
262.2

1
262.2

−
+≤≤

−
−

n
SX

n
SX μ

1
262.22

−
×

n
S

標本平均 と標本分散 から計算できるX 2S

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

母数（母平均）の推定：区間推定

区間推定（母分散が未知の場合: t 推定）

母平均 が100(1-α)%の信頼度で以下信頼区間の間μ

1
)1(

1
)1(

22 −
−+≤≤

−
−−

n
SntX

n
SntX αα μ

自由度 n-1 の t 分布で tα/2 のとる確率によって定まる

3.2502.2621.833tα/2(9)
99%95%90%信頼度

広広

狭狭

信
頼
区
間

信
頼
区
間

信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係

標本数n：大大

標本数n：小小信頼度：大大

信頼度：小小

90%

95%

99%

1.83 2.26 3.25

t(9)

母数（母平均）の推定：区間推定

例題
40人のクラスでテストを行った．10人の採点をしたところ結果

は以下のとおりとなった．クラス全体の平均は何点だろうか？
ただし満点は100点である

(1) 母分散が未知のとき，信頼度90%で区間推定せよ

信頼度90% → α=0.10 → tα/2(9)=1.833

701.75299.66  
110

20.59833.10.71
110

20.59833.10.71  

≤≤↔
−

+≤≤
−

−→

μ

μ

65607185756773826270

母数（母平均）の推定：区間推定

演習

正規母集団から標本

9,   7,   12,   8,   9
を得た．

(1) 母平均μを点推定せよ．

(2) 母分散σ2=4の時，信頼度95%で母平均μを区間推定せよ．

(3) 母分散σ2=4の時，信頼度99%で母平均μを区間推定せよ．

(4) 母分散が未知の時，信頼度90%で母平均μを区間推定せよ．

(5) 母分散が未知の時，信頼度95%で母平均μを区間推定せよ．
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母数母数（母平均）（母平均）の推定：の推定：区間推定（まとめ）区間推定（まとめ）

母平均の区間推定

母分散が既知のとき
⇒ ZZ推定推定

母分散が未知のとき
⇒ tt 推定推定

母分散σ2の値が既知のときに，標準正規標準正規
分布分布NN(0,1)(0,1)の性質を利用して母平均μの

信頼区間を求める

母分散σ2の値が未知のときに，標本分散標本分散
SS22 を用い，自由度自由度nn--11のの t t 分布分布の性質を利

用して母平均μの信頼区間を求める

n
ZX

n
ZX σμσ

αα
22

+≤≤−

1
)1(

1
)1(

22 −
−+≤≤

−
−−

n
SntX

n
SntX αα μ

〔信頼率 1-α〕

〔信頼率 1-α〕

参考：母平均区間推定の標本数設計法

母平均μの信頼区間（信頼率1-α）〔母分散σ2既知の場合〕

n
ZX

n
ZX σμσ

αα
22

+≤≤−

信頼区間をδ以下に抑えるために必要な標本数の設計

n
ZX σ
α

2
−

n
ZX σ
α

2
+X

この幅をδ以下にしたい！

2

22

2

2

4
           2

δ

σ
δσ α

α

Z
n

n
Z ≥⇔≤

これより，標本数 n を
この数以上にすればよい．

例題：全国男子大学生の平均身長を区間推定したい．95%信頼区間を
2cm以下にするには，何人の学生を調査すればよいか？ ただし，母分
散はσ2=49とする．

2384.188
2

49)96.1(4
2

2

=
⋅⋅

≥n

よって，n=189人を調べれば充分

参考：母平均区間推定の標本数設計法

母平均μの信頼区間（信頼率1-α）〔母分散σ2未知の場合〕

信頼区間をδ以下に抑えるために必要な標本数の設計

X

この幅をδ以下にしたい！
1

)1(
1

)1(
22 −

−+≤≤
−

−−
n
SntX

n
SntX αα μ 1

)1(
2 −

−−
n
SntX α

区間幅 をδ以下にすればよいが，確率変数Sが含まれてい

るので，区間幅の期待値をδ以下に抑える．
1

)1(2
2 −

−
n
Sntα

δα ≤
−

−
1
)()1(2

2 n
SEnt

1
)1(

2 −
−+

n
SntX α

E(S)は未知母数σに依存するの

で，何らかの情報からσを想定し，
標本数 n を設定することになる．

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
−

= 22 1
1

)( σ
n

n
N

NSE22 1)( σ
n

nSE −
=

σ
n

nSE 1)( −
≠

だが

であることに注意

有限母集団の場合

母数（母分散）の推定：区間推定

母分散の区間推定
自由度n-1のχ2 分布に従う確率変数χ2 を使う

自由度9のχ2 分布に従う確率変数χ2 がｰ2.700以
上19.023以下の値をとる確率は0.95

)1(2
2

2
2 −= nnS χ

σ
χ ～

)
700.2023.19

(

)023.19700.2(

)023.19700.2(95.0

2
2

2
2

2

2

nSnSP

nSP

P

≤≤=

≤≤=

≤≤=

σ
σ

χ

5 10 15 20

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

2.7 19.023

95％

2.5％

2.5％

χ2(9)

注：χ2分布は左右対称ではないので，
左右それぞれのすその面積が0.025と
なる点を考える必要がある．

母数（母分散）の推定：区間推定

母分散の区間推定
母分散σ2は95%の信頼度で以下の信頼区間の間に
あると推測できる！（自由度9の時）

700.2023.19

023.19700.2
2

2
2

2

2

nSnS

nS

≤≤⇔

≤≤

σ

σ

標本分散 から計算できる
2S

5 10 15 20

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

母数（母分散）の推定：区間推定

母分散の区間推定（χ2 推定）

母分散 が100(１-α)%の信頼度で以下信頼区間の間

自由度n-1のχ2分布で のとる確率によって定まる
2

2

2

21
, αα χχ

−

2σ

)1()1( 2

21

2
2

2

2

2

−
≤≤

−
−

n
nS

n
nS

αα χ
σ

χ

広広

狭狭

信
頼
区
間

信
頼
区
間

信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係

標本数n：大大

標本数n：小小信頼度：大大

信頼度：小小

90%

95%

99%

3.332.701.73 16.92 23.5919.02

χ2(9)
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母数（母分散）の推定：区間推定

例題
40人のクラスでテストを行った．10人の採点をしたところ結果

は以下のとおりとなった．クラス全体の標準偏差はどのぐらい
だろうか？ ただし，満点は100点である．

(1) 信頼度95%で区間推定せよ

信頼度95% → α=0.05 → χ2
1-α/2(9)=2.70039,χ2

α/2(9)=19.0228

80634.1457858.5
2276.2191.120553  

70039.2
2.5910

0228.19
2.5910  

)1()1(
2

2
2

21

2
2

2

2

2

≤≤→
≤≤↔

⋅
≤≤

⋅
→

−
≤≤

−
−

σ
σ

σ
χ

σ
χ αα n

nS
n

nS

65607185756773826270

母数（母分散）の推定：区間推定

演習（出展：「確率・統計の仕組みがわかる本」技評p.367)

養鶏場における卵の重さのばらつきを調べたい．無作為に
16個の卵を抽出したときの重さは下表のとおりとなった．

(1) 信頼度90%で母分散σ2 を区間推定せよ．

(2) 信頼度95%で母分散σ2 を区間推定せよ．

(3) 信頼度99%で母分散σ2 を区間推定せよ．

4754494851485350
4452475146545246

母数の推定：区間推定

演習（参考：「統計学入門」東大出版会 p.231)
東京都の2005年11月1日～10日までの最高気温，最低気温

は下表のとおりであった．正規母集団を仮定する．

（データ：「Yahoo!天気情報」より）

(1) 最高気温について，信頼度99%で母平均μの信頼区間を求めよ．

(2) 最高気温について，信頼度95%で母分散σ2の信頼区間を求めよ．

(3) 最低気温について，信頼度95%で母平均μの信頼区間を求めよ．

(3) 最低気温について，信頼度90%で母分散σ2の信頼区間を求めよ．

18192224162121191917最高気温(℃)
10101213131312121010最低気温(℃)

11/1011/911/811/711/611/511/411/311/211/1日にち

母数母数（母分散）（母分散）の推定：の推定：区間推定（まとめ）区間推定（まとめ）

母分散の区間推定

χ2推定

自由度自由度nn--11ののχχ22分布分布の性質を利用して母

分散σ2 の信頼区間を求める

)1()1( 2

21

2
2

2

2

2

−
≤≤

−
−

n
nS

n
nS

αα χ
σ

χ
〔信頼率 1-α〕

母数（母比率）の推定：区間推定

母集団母集団 〔〔NN人人〕〕

意見意見AAの人々
人数：NpNp人

比率： pp

意見意見BBの人々
人数：NN(1(1--pp))人

比率：1 1 -- pp

標本標本 〔〔nn人人〕〕

（X は正規分布N(np, np(1-p))に従う）

母比率 p の推定
N人からn人を

無作為抽出
意見意見AAの人々
人数：XX人

比率： X/nX/n

意見意見BBの人々
人数：nn--XX人

比率：((nn--XX)/)/nn

意見意見AA

意見意見BB

比率： pp

比率：11--pp
〔〔NN人人〕〕

賛成か反対か〔二者択一〕
意見意見AA

意見意見BB

確率： pp

確率：1 1 -- pp
〔〔nn人人〕〕

二項分布 B(n,p)

〔〔NNpp人人〕〕

〔〔NN(1(1--pp))人人〕〕

〔〔XX人人〕〕

〔〔nn--XX人人〕〕

標本比率標本比率

母比率母比率
知りたい数値

（Xは二項分布B(n,p)に従う）

充分大きい
⎩
⎨
⎧

=
0
1

iX
（意見Aである）

（意見Bである）

⇒ X = X1 +…+ Xn

第i番目の人について

Xi～B(1,p)

⎩⎨
⎧

−=
=

)1()(
)(

pnpXV
npXE

中心極限定理X～N( np, np(1-p) ) 

推定

X～B(n,p)

X は 二項分布 B(n,p) に従う X～B(n,p)

X は 正規分布 N(np, np(1-p)) に従う X～N(np, np(1-p))

X/n は 正規分布 N(p,p(1-p)/n) に従う X/n～N(p,p(1-p)/n)

Z は正規分布 N(0,1) に従う

母数（母比率）の推定：区間推定

母集団母集団 〔〔NN人人〕〕

意見意見AAの人々
人数：NpNp人

比率： pp

意見意見BBの人々
人数：NN(1(1--pp))人

比率：1 1 -- pp

標本標本 〔〔nn人人〕〕

母比率 p の推定
N人からn人を

無作為抽出
意見意見AAの人々
人数：XX人

比率： X/nX/n

意見意見BBの人々
人数：nn--XX人

比率：((nn--XX)/)/nn

充分大きい

⎩
⎨
⎧

=
0
1

iX
（意見Aである）

（意見Bである）

⇒ X = X1 +…+ Xn

第i番目の人について

Xi～B(1,p)

⎩⎨
⎧

−=
=

)1()(
)(

pnpXV
npXE

中心極限定理

⎩
⎨
⎧

==
==

−
n

pp
nn

X
nn

X

XVV
pXEE

)1(1

1

)()(
)()(

2

)1,0(
)1(

N
npp

pPZ ～
−
−

=

標準化：平均を引いて標準偏差で割る ⎩⎨
⎧

=
=

1)(
0)(

ZV
ZE

P：＝X/n
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母数（母比率）の推定：区間推定

母比率 p の推定
母比率 p の信頼度 100(1-α)% の信頼区間

n
PPZPp

n
PPZP )1()1(

22

−
+≤≤

−
− αα

注：標本数 n が充分大

きいときの信頼区間．
nが小さいときは，修正

式が提案されている．

母比率は X/n と推定

注：点推定点推定の場合

標準正規分布 N(0,1) で Zα/2 のとる確率によって定まる

2.581.961.64Zα/2

99%95%90%信頼度
式中のPは標本比率で，P：＝X/n である

広広

狭狭

信
頼
区
間

信
頼
区
間

信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係信頼度・標本数と信頼区間の相対的関係

標本数n：大大

標本数n：小小信頼度：大大

信頼度：小小

母数（母比率）の推定：区間推定

例題（出展：「図解雑学 統計解析」ナツメ社 p.170)
ある新聞社による内閣支持率調査では3000人の対象者のうち1674人
が現行内閣を指示すると回答した．この国の内閣支持率はどのぐらい
だろうか？ 信頼度95%で母比率 p の区間推定をしよう．

標本比率：

信頼度95%とはα=0.05，即ち，Z0.05/2=1.96
信頼区間：

故に，内閣支持率は，信頼度信頼度95%95%でで 54.0%54.0%～～57.57.66%%の間の間にある．

558.0
3000
1674

===
n
XP

575771.0540229.0
3000

)558.01(558.096.1558.0
3000

)558.01(558.096.1558.0

)1()1(
22

≤≤↔

−
+≤≤

−
−→

−
+≤≤

−
−

p
p

n
PPZPp

n
PPZP αα

母数（母比率）の推定：区間推定

演習（出展：「確率・統計の仕組みがわかる本」技評p.375)
ある薬を常用している女性は女の子を産む確率が高いらしい．該当者の
うち200人を調査したところ，赤ちゃんの124人が女の子だった．この薬を

常用している女性が女の子を産む比率はどの程度か？

(1) 信頼度90%で母比率 p の区間推定をせよ

(2) 信頼度95%で母比率 p の区間推定をせよ

(3) 信頼度99%で母比率 p の区間推定をせよ

母数母数（母比率）（母比率）の推定：の推定：区間推定（まとめ）区間推定（まとめ）

母比率の区間推定
Z推定

標準正規分布標準正規分布NN(0,1)(0,1)の性質を利用して母

平均μの信頼区間を求める

〔信頼率 1-α〕

n
PPZPp

n
PPZP )1()1(

22

−
+≤≤

−
− αα

式中のPは標本比率で，P：＝X/n である

X は 二項分布 B(n,p) に従うが，中心極限定理から
Z は正規分布 N(0,1) に従う

参考：母比率推定に必要な標本数

適切な標本数
母比率推定における信頼区間の幅と上限

信頼区間の幅をβ%以内にしたい場合の標本数

例題：信頼度95%の信頼区間の幅を5%以内にしたい場合

より，標本数は1537あれば充分．

n

Z

n
PPZ 2

2

)1(2
α

α ≤
− [ ]4

12
2

1 )()1( +−−=− PPPQ

2

2

22       
β

β
αα Z

n
n

Z
≥⇔≤

64.1536
05.0
96.1

2

2

2

2

2 ==≥
β
αZ

n

二つの正規母集団の推定

母平均の差母平均の差の区間推定

母分散が等しいとき（ ）

母分散が等しくないとき（ ）

母分散の比母分散の比の区間推定

2
2

2
1 σσ =

),( 2
11 σμN ),( 2

22 σμN

mXXX ,, 21 L nYYY ,, 21 L

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

- 3 - 2 - 1 1 2 3

0 . 1

0 . 2

0 . 3

0 . 4

m個 無作為抽出 n個無作為抽出

),( 2
22 nNY σμ～),( 2

11 mNX σμ～標本平均： 標本平均：

2
2

2
1 σσ ≠
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二つの正規母集団の平均値の差の推定

母平均の差の区間推定（ のとき）
母集団分布が である2つの正規母集団
から，個別に2つの標本 X1,…,Xm と Y1,…,Yn を抽出したとき
の，母平均の差 の信頼度100(1-α)%の信頼区間

),(),,( 2
22

2
11 σμσμ NN

21 μμθ −=

2
2

2
1 σσ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+
+

−++−

≤≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+
+

−+−−

nmnm
nSmSnmtYX

nmnm
nSmSnmtYX

YX

YX

11
2

)2(

11
2

)2(

22

2/

22

2/

α

α

θ自由度 m+n-2 の t 分布

注：ただし，先に の検定を行う必要がある．2
2

2
1 σσ =

二つの正規母集団の平均値の差の推定

母平均の差の区間推定（ のとき）
母集団分布が である2つの正規母集団
から，個別に2つの標本 X1,…,Xm と Y1,…,Yn を抽出したとき
の，母平均の差 の信頼度100(1-α)%の信頼区間

),(),,( 2
22

2
11 σμσμ NN

21 μμθ −=

2
2

2
1 σσ ≠

2

2

1

2

2/
2

2

1

2

2/ )()(
νν

νθ
νν

ν αα
YXYX SStYXSStYX ++−≤≤+−−

自由度νの t 分布

ただし，νは に一番近い整数であり，⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 3

2

4

3
1

42

2

2

1

2

νννν
YXYX SSSS

1,1 21 −=−= nm νν

二つの正規母集団の平均値の差の推定

例題（出展：「統計学入門」東大出版会 p.231）
20匹のラットを10匹ずつ2群に分け，一方は普通の食餌，他方は血中の

赤血球数を減らすと考えられる薬を混入した食餌を与えた．その結果，
各群のラットの血液1mm3中の赤血球数が下表のようになった．この薬の

効果を測定したい．

⎩
⎨
⎧

==
−=−→==

0264.0,0685.0
226.0230.0,004.8

22
YX SS

YXYX

8.428.168.158.098.148.518.058.458.278.06対照群（100万個）

8.157.987.778.358.088.058.447.597.667.97投薬群（100万個）

薬の効果（平均の差）を信頼度95%で区間推定をする．母分散は等しいと仮定．

信頼度95% → α=0.05 → t0.025(18)=2.101

442.00101.0
216.0226.0216.0226.0

10
1

10
1

21010
0685.0100685.010101.2226.0

11
2

)2(11
2

)2(

21

21

22

2/21

22

2/

−≤−≤−↔
+−≤−≤−−→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+
⋅+⋅

±−→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+
+

−++−≤−≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+
+

−+−−

μμ
μμ

μμ αα nmnm
nSmSnmtYX

nmnm
nSmSnmtYX YXYX

二つの正規母集団の平均値の差の推定

例題（参考：「統計学入門」東大出版会 p.228）
京都は東京より暑いか？

対標本対標本paired samplepaired sample の場合は，2標本 t 統計量ではなく，差で1標本推定を行う．

23.177.3
110

688.1262.25.2
110

688.1262.25.2

−≤≤−↔
−

⋅+−≤≤
−

⋅−−→

μ

μ

京都の方が東京より，信頼度95%で夏の最高気温平均が
1.2～3.8℃の間にある． 〔→ 平均値の差の検定〕

35353635333636353535京都（℃）

30323233343535323132東京（℃）

8/108/98/88/78/68/58/48/38/28/1日付

（2005年8月1日～10日の東京と京都の最高気温：「Yahoo!天気情報」より）

-5-3-4-21-1-1-3-4-3東京-京都

信頼度95%で母平均μの区間推定をすると…
信頼度95% → α=0.05 → t0.025(9)=2.262

v.s.

各観測値が
対として対応

t 推定

自由度 (n-1, m-1) の F 分布 自由度 (m-1, n-1) の F 分布

二つの正規母集団の分散値の比の推定

母分散の比の区間推定
母集団分布が である2つの正規母集団か
ら，個別に2つの標本 X1,…,Xm と Y1,…,Yn を抽出したときの，
母分散の比 の信頼度100(1-α)%の信頼区間2
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2
2 σσθ =
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11 σμσμ NN
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母分散の不偏推定値：
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二つの正規母集団の分散値の比の推定

例題（出展：「なるほど統計学」海鳴社 p.101)
某町工場では，技能オリンピック出場者を決める所である．Alpha君，
Bravoさんの2人のうち，どちらかを派遣したいので，最近の2人の仕事ぶ
りから技能を評価する．旋盤工工員である彼らが行った30㎜のパイプ加

工の品質検査をした結果以下の通りであった．どちらが優れているのだ
ろうか？

2304Alpha
33010Bravo

標準偏差（㎜）平均値（㎜）標本数工員
注：腕のいい旋盤
工は，実際にはこ
んなにずれないそ
うです．

信頼度90%で各々の標準偏差を区間推定すると…
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22
22

95.0

2
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結局どっちが優秀なの？いっそのこと分散比を区間推定しよう！
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二つの正規母集団の分散値の比の推定

例題（出展：「なるほど統計学」海鳴社 p.101)

信頼度90%で分散比を区間推定すると…

結局このデータだけからは，
どちらが優秀かはわからない．

：Aの方がバラツキが小さい → Aの方が優秀
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：Bの方がバラツキが小さい → Bの方が優秀 優劣を判定するには，もう少し
データを集める必要があるよ．
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