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意思決定科学：多目的線形計画法

情報学部 堀田敬介

200７/10/23,Tue.－

多目的計画とは？

例題：ダイエット問題
『なめがやわーるど』では，「神秘ケーキ」「魅惑菓子」「苦渋野菜」「過酸果物」の4つの
食べ物と，「だんはっく」「ガルジウム」「ヒタビン」という3つの栄養素と2つの食品含有物
「糖分」「ガロリー」が存在する．4つの食べ物は3つの栄養素と2つの食品含有物を，そ

れぞれ右下表に示す量だけ含む． 神秘ケーキ 魅惑菓子 苦渋野菜 過酸果物
だんはっく 3 1 4 2
ガルジウム 1 2 2 1

ヒタビン 1 1 2 5
糖分 7 5 3 4

ガロリー 100 350 300 350

『なめがやわーるど』人は，3栄養素を一日に各々最低50, 40, 45は摂取しないと死ん
でしまう！ 同様に，ガロリーは一日最大8000を超えても死んでしまう！！

さて，『なめがやわーるど』人の文教花子さんはダイエットをしたい．糖分を最小にする
食べ物の量と，同時にガロリーも最小にする食べ物の量を知りたい．しかし甘党の花子
さんは神秘ケーキと魅惑菓子が大好きで苦渋野菜と過酸果物が嫌いだった．好きなも
のはたくさん，嫌いなものはなるべく食べたくない．各食べ物の文教さんの好き嫌い度
は一単位あたり右下表のようになるそうである

（数字が大きいほど好きらしい）．

神秘ケーキ 魅惑菓子 苦渋野菜 過酸果物
10 150 -100 -50

さあ，花子さんの3つの目的（糖分最小，ガロリー最小，好物たくさん

食べたい）を達成するためには，各食品をどれくらいずつ食べたらよい
だろうか？

制約は全て線形で書けそうだね．
目的は３つあるよ．

多目的計画とは？

解説：ダイエット問題
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どうやって解くの？

多目的計画とは？

多目的線形計画法(Multi-objective LP)
– 線形の制約条件のもと，多数の目的・目標が設定多数の目的・目標が設定され，それらをなるべく

満たすように解きたい．即ち，線形制約条件下で複数の線形目的関数を
最大・最小化する解を見つけるという決定問題のモデル．

どうやって解くの？ 最適解って何？

注：簡単のため，目的関数は
最大化に揃えてある．このよう
にしても一般性は失わない．
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m本の線形制約
n個の非負制約

変数の数は n個

一般的な表記一般的な表記

多目的計画とは？

線形計画法(LP)
– 線形の制約条件・目的関数による，量的データに対する決定問題のモデ

ル．目的関数の数は1つ．
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単体法や内点法で効率的に解ける！

変数の数は n個

一般的な表記一般的な表記
多目的計画とは？

解説：ダイエット問題（続き）
– 目的関数を別々に考えてみたら？

f1(x)のみを目的とするＬＰ （Ｐ1） ：

f2(x)のみを目的とするＬＰ （Ｐ2） ：

f3(x)のみを目的とするＬＰ （Ｐ3） ：

{ }Xf ∈xx   )( .min 1

{ }Xf ∈xx   )( .min 2

{ }Xf ∈xx   )( .max 3

３つのＬＰを別々に解き，各々最適解を出す！

全ての最適解が一致 ＝ 完全最適解！
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多目的計画とは？

多目的線形計画問題（MLP）の最適解を考えよう
– 完全最適解 absolutely optimal solution

実行可能解 が

を満たすとき，（ＭＰ）の完全最適解であるという．

– ダイエット問題では，目的関数が

なので，以下を満たす解 x* が完全最適解！
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なるほど，完全最
適解を求めれば
いいんだね？
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注：不等号の向きに注意．
目的関数 f1(x) と f2(x) は最小化，
目的関数 f3(x) は最大化

多目的計画とは？

解説：ダイエット問題（続き）
– LP（Ｐ1）, （Ｐ2）, （Ｐ3）の最適解は…

x1 x2 x3 x4 f1(x) f2(x) f3(x)
(P1) 糖分最小 0 0 19.375 1.25 63.125 6250 -2000
(P2) ガロリー最小 38.75 0 0 1.25 276.25 4312.5 325
(P3) 好度最大 31 14 0 0 287 8000 2410

目的関数値最適解
LP 目的

完全最適解があるならば，それが多目的線形計画問題の最適解となる．
しかし，この例題のように，一般に完全最適解が存在することは稀である．

別の，何らかの意味での解を求めないと…
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多目的計画とは？

多目的線形計画法(MLP) 表記の簡略化
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k本の目的関数

m本の線形制約
n個の非負制約

変数の数は n個
「x は実行可能領域 X に入ってるよ」ということ

演習１：

以下の問題を多目的線形計画問題として定式化し，各目的関数
ごとのＬＰと見たときの最適解をそれぞれ求めなさい．最適解の
求解はLINDOやExcelのソルバーなどを用いて良い．
– 株式会社文教商事の湘南支店では，湘南及び県北の2箇所にそれぞれ営

業所を新設する計画がある．

– 施設新設に必要な初期投資額はほぼ建坪に比例し，付帯設備込みで，1
坪あたり湘南営業所で400万円，県北営業所で200万円である．

– 投資予算額は，両営業所合わせて4億円である．

– 支店長は，傘下の既存営業所及び各地域の需要動向などを勘案した結
果，次のような3種の目標を満足させたいと望んでいる．

目標1：投資総額を投資予算額にできるだけ近づけたい．

目標2：湘南営業所の建坪をできるだけ大きくしたい．

目標3：県北営業所の建坪をできるだけ大きくしたい．

（出展：伏見多美雄他「経営の多目標計画」森北出版(1987)）

X

多目的線形計画問題の解

簡単な例題で考えてみよう！
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多目的線形計画問題の解

簡単な例題で考えてみよう！
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多目的線形計画問題の解

f1(x)

f2(x)

x1
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多目的線形計画問題の解

パレート最適解(Pareto optimal sol.)
– x*∈Xがパレート最適であるとは，

で，かつ少なくとも一つは厳密な不等号（＞）を満たすx∈Xが存在しないこと．
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パレート最適解

パレート最適値
l個の目的のいずれか1
つを犠牲にせずに，他
を改善できない状態

多目的線形計画問題の解

弱パレート最適解(weakly Pareto optimal sol.)
– x*∈Xが弱パレート最適であるとは，

を満たすx∈Xが存在しないこと．
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パレート最適解

x1

x2

0

X

パレート最適解
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f1(x)

弱パレート最適解

弱パレート最適解

以下のＭＬＰについて，解空間を図示し，パレート最適解，及び弱
パレート最適解を求めよう．
（１）

（２）

（３）

演習２：
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目的関数の増加方向

演習２：

o
x1

x2

f1(x) : (1, 1)

f2(x) : (-3,-2)
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f1(x) : (2, 1)

f2(x) : (-3,-2)

f1(x) : (5, 2)

f2(x) : (-3,-2)

実行可能領域

(1)

(2) (3)

多目的線形計画問題の解法

多目的計画法と目標計画法
– 選好最適化による解法

加重平均法 the weighting method

制約化法 the constraint method

マキシミン法 the maximin method

– 満足化による解法

目標計画法 the goal program

– 多目的単体法 the multiobjective simplex method
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多目的線形計画問題の解法

加重平均法（the Weighting Method）
– 意思決定者の選好により，目的関数に重み付けを行い，その総和を1目的

関数として解く．
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目的関数・制約：凸性

x*∈X が（MLP）の

パレート最適解

x*∈X がある ω>0 に対し，
（P(ω)）の最適解
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多目的線形計画問題の解法

加重平均法
– 例題：
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多目的線形計画問題の解法

加重平均法
– 特徴

重みが決まれば適用は簡単

– 問題点

重みωをどう決定するか？ そもそも事前に決定できるか？

意思決定者の価値基準にあった解を出せるとは限らない．

（実行可能解集合が非凸のとき，線形加重和は不適切）→乗法，maximin

単体法では端点解しか出せない．→2目的なら連続変形法など

x1

x2

0 数学

英語 例：2教科の点数による5人の学生の順位

– 英語重視の評価 → Ａくん（100,45）が1番 例）ω1=5,ω2=1

– 数学重視の評価 → Ｅくん（45,100）が1番 例）ω1=1,ω2=5

– 同等の評価 → Ｃくん(70,70）が1番ではない 例）ω1=1,ω2=1

様々な評価法

注：Cくんはパレート最適ではないので，パレー
ト最適を求める方法ではCくんを評価すること

は難しい．目的関数を纏めるときに非線形化な
どする必要がある．

多目的線形計画問題の解法

制約化法（the Constraint Method）
– 目的関数を一つを除き，境界値を設定して制約条件にして解く．
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x*∈X が（ＭＰ）の

パレート最適解

x*∈X がある εp に対し，

（Ｐ（ε））の一意最適解

x*∈X が（ＭＰ）の

パレート最適解

x*∈X がある εp に対し，

（Ｐ（ε））の最適解

一意でない場合
弱パレート最適解

q番目の目的関数だけを目的として残し，
残りは境界条件εk を設定して制約に入れる．
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多目的線形計画問題の解法

制約化法 （εの取り方について，ある一つの方法）
– ペイオフ表（pay-off table）を利用する．
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多目的線形計画問題の解法

制約化法
– 例題：
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多目的線形計画問題の解法

制約化法
– 例題：
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多目的線形計画問題の解法

マキシミン法 （the maximin method）
– 目的関数をmaximinにして解く．
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x*∈X が（MLP）の

パレート最適解

x*∈X が
（Pm）の一意最適解

x*∈X が（MLP）の

パレート最適解

x*∈X が
（Pm）の最適解

一意でない場合
弱パレート最適解
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多目的線形計画問題の解法

マキシミン法
– 例題：
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212

211

21

21

21

21

≥
≥+−=
≥−=
≤+−
≤+
≤+
≤+

xx
vxxxf
vxxxf

xx
xx
xx
xxts

v

多目的線形計画問題の解法

補足：一意最適解でない場合のパレート最適性の判定
– 最適解x*の一意性が保証されない場合，x*がもとの問題（MLP）のパレー

ト最適解であるかどうかをテストする（以下の問題を解く）

X
kp
kpffts

p

ppp

k

p

∈
=≥
==−

∑
=

x

xx

       
),,1(                        0        
),,1(  *)()(   .. 

 .max
1p

L
L

ε
ε

ε

実行可能解xに対し，
fp(x*)が最大ならば，εp=0

そうでなければ，あるpについて

他の目的を犠牲にせずに
fp(x)をもっと大きくできる！

上記テスト問題の最適解 について，
（１） ならば，x*は（MLP）のパレート最適解
（２） ならば， が（MLP）のパレート最適解

ε̂,x̂
0ˆ =ε
0ˆ ≠ε x̂

多目的線形計画問題の解法

目標計画法 (goal program: goal attainment)
– 各目的関数 fp(x) に目標値 gp* を設定し，目標値との乖離を最小化．

（MLP）

Charnes-
Cooper(1961)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≥
≤

*

*

*

)(
)(
)(

pp

pp

pp

gf
gf
gf

x
x
x … 目標値 gp*より以下にしたい場合

… 目標値 gp*より以上にしたい場合
… 目標値 gp*に等しくしたい場合

∑
=

−
k

p
pp gf

1

*)(.min x

Xts
kpf p

∈
=

x
x

     ..
),,1(  )( .max L

超過達成（over-attainment）

不足達成（under-attainment）

多目的線形計画問題の解法

目標計画法
– 各目的関数 fp(x) に目標値 gp* を設定し，目標値との乖離を最小化．

0,      ,0  ,
)(  ,
)(  ,

*

*

≥=⋅∀
−=−∀
−=+∀

−+−+

−+

−+

pppp

pppp

pppp

ddddp
gfddp
gfddp

x
x

∑
=

−
k

p
pp gf

1

*)(.min x

( ){ }
( ){ }**
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)()( 
2
1:

)()( 
2
1:

ppppp

ppppp

gfgfd

gfgfd

−−−=

−+−=

−

+

xx
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⎩
⎨
⎧ ≤+−=

⎩
⎨
⎧ ≥−=

−

+

o.w.                     0
)( if   )(

o.w.                     0
)( if      )(

**

**

pppp
p

pppp
p

gfgfd

gfgfd

xx

xx
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多目的線形計画問題の解法

目標計画法
– 各目的関数 fp(x) に目標値 gp* を設定し，目標値との乖離を最小化．

（MLP）

（GA）

0  ,        
),,1(  )(        

     ..

)(  .min

*

1

≥
==+−

∈

+

−+

−+

=

−+∑

pp

pppp

k

p
pp

dd
kpgddf

Xts

dd

Lx
x

),,1(  * kpg p L=

0  , =⋅∀ −+
pp ddp

は，満たされるので，
制約から省ける．

LPとして解ける！

Xts
kpf p

∈
=

x
x

     ..
),,1(  )( .max L

多目的線形計画問題の解法

目標計画法
– 多目標の付順と加重

*)( pppp gddf =+− −+x
（１）目標値をちょうど達成することが望ましい
（２）目標値の超過は困るが，不足は構わない
（３）目標値の不足は困るが，超過は構わない
（４）目標値に関わりなく最大・最小

−+ + pp dd
+
pd

−
pd

−+−+ +−− pppp dddd or  ,

目的関数への付加変数

−+ + pp dd
+
pd
−
pd

−+ − pp dd
−+ +− pp dd

*)( pp gxf − を最小化

*)( pp gxf > である限り，
*)( pp gxf − を最小化

*)( pp gxf < である限り， )(* xfg pp − を最小化

)(xf p を最小化

)(xf p を最大化

∑
=

−+ +
k

p
pp dd

1
)(  .min

多目的線形計画問題の解法

目標計画法
– 例題：
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15   3                       
4568                       
2762                  .. 

23)( .max
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dddd

多目的線形計画問題の解法

補足：目標計画法
– 目標値との乖離最小化において，目的関数のスケールが大幅に違う場合

∑
=

−
k

p
pp gf

1

*)(.min x

例：
212

211
034.0521.0)(
21459151234567)(

xxf
xxf

+=
+=

x
x

086.0
3380482

*
2

*
1
=
=

g
g

相対偏差を使う方がよい．例えば，目標値を最適値とすると，

∑
=

−k

p p

pp

g

gf

1
*

*)(
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x

086.0
086.0)(

3380482
3380482)(

.min 21 −
+

− xx ff
例：

目的関数の絶対優先順位係数(primitive priority factor)
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∈
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多目的線形計画問題の解法

目標計画法（多目標付順・加重）
– 各目的関数 fk(x) に目標値 fk* を設定し，目標値との乖離を最小化．

（GA） ∑
=

−−++ +
k

p
ppppp ddP

1
)(min. ωω

),,1(  kpPp L=
)(, jiPP ji < に対し，どんな自然数 n についても ij PnP ≥ とはならない．

補助変数個々の重み ),,1(  , kppp L=−+ ωω

多目的線形計画問題の解法

目標計画法（多目標付順・加重）
– 例題：
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4568                       
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多目的線形計画問題の解法

目標計画法（希求水準[aspiration level] 達成）
– 各目的関数 fp(x) に希求水準 αp を設定し，目標値との乖離を最小化．

（MLP）

ppfp α≥∀ )(  , x を満たすxを求めることで満足しよう！

})/{},,1{(  )(        
     ..

)( .max

pkqf
Xts

f

qq

p

L∈≥
∈

αx
x

x
（MPp） ),,1( kp L=

k個の問題

それぞれ最適値 fp* を導出

Xts
kpf p

∈
=

x
x

     ..
),,1(  )( .max L

多目的線形計画問題の解法

目標計画法（希求水準[aspiration level] 達成）
– 各目的関数 fp(x) に希求水準 αp を設定し，目標値との乖離を最小化．

})/{},,1{(  )(        
     ..

)( .max

pkqf
Xts

f

qq

p

L∈≥
∈

αx
x

x
（MPp）

),,1( kp L=
k個の最適値 fp*

なら，その希求水準の要求が強すぎるので緩和し，
全ての問題（ＭＰp ）を解き直す．

ppfp α<∃ *  ,

ppfp α≥∀ *  , なら，全ての希求水準を満たしている

即ち

pp xfp α≥∀ )(  , を満たすxが（1つ以上）存在し，かつ

これを満たしながら，各目的の個々の最適値がわかっている状態

多目的線形計画問題の解法

目標計画法（希求水準[aspiration level] 達成）

θ=1のとき，実行可能解が存在．
θ=0で実行可能なら，完全最適解が存在．

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−≥

+−≥

kkk fxf

fxf

θαθ

θαθ

*

1
*

11

)1()(

)1()(
M

ppfp α≥∀ *  , なら，全ての希求水準を満たしている

しかし

現在得られている解のどれかが「最良」とは限らない！

もっと良い解を見つけよう！

)(1 xf )(2 xf )(xkf

…
*

1f
*

kf

*
2f

1α
2α

kα
θ∈(0,1) について以下の不等式系を考える．

x1* x2* xk*

あるθに対し，実行可能かどうかは
単体法のPhaseⅠで判定可能

実行可能な
中で，最大
のθを見つ
けたい！

本質的に
制約化法と同じ

多目的線形計画問題の解法

目標計画法（希求水準[aspiration level] 達成）

X
pkqffts

f
q

qq

p

∈
∈≥ −

x
xx

x
}/{},,1{),()(..

)(.max
1 L

*
1f

*
kf

*
2f

)(1 xf )(2 xf )(xkf

…

1α
2α

kα

x1* x2* xk*

とし， に対応する実行可能解をxq-1とする．θθ ˆ:,1: ==q θ̂
θ*の近似値

を解き，最適解をxqとする．
q=k なら終了（ xqが（MLP）の最適解）
そうでなければ，q:=q+1として繰返し．

θ̂ は，k 個の解x1*,…, xk*について

としてもよいし，簡単に1で始めても良い．

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎨
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−
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},,1{
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.min:ˆ L

L

ppp fxf θαθ +−≥ *)1()(

多目的線形計画問題の解法

目標計画法（希求水準[aspiration level] 達成）

– 例題：

0 f1(x)

f2(x)

1α

2α

aspiration level

*
1f

*
2f

1
*

1
ˆ)ˆ1( αθθ +− f

2
*

2
ˆ)ˆ1( αθθ +− f

多目的線形計画問題の解法

多目的単体法 （the multiobjective simplex method）
– 通常の単体法を（MLP）用に素直に拡張

多目的単体表 (multiobjective simplex tableau）

M.Zeleny(1974)
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目的関数値は
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多目的線形計画問題の解法

多目的単体法 （the multiobjective simplex method）

ij

i

aj a
b

ij 0
min

>
=θ非基底 j に対する ratio test

今，ある実行可能基底解
その目的関数値

x
z

非基底 xj
を基底に

新しい実行可能基底解
その目的関数値

*x
*z

jjczz θ+=* T
ljjj cc ),,( 1 L=c

実行可能基底解 ，ある非基底 j に対し であるときx 0>jθ
（１） ならば， はパレート最適解ではない
（２） ならば， はパレート最適解ではない．

0c ≥j
0c ≤j

x
*x

実行可能基底解 に対し， を満たす非基底
列 r,j が存在するとき，列 r の非基底変数を基底に入れて得ら

れる実行可能基底解はパレート最適解にはならない

x )( jrjjrr ≠≥ cc θθ
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nmm
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