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統計の分析と利用

2. 確率変数 と 確率分布

確率変数の期待値（平均）と分散

堀田 敬介

2013/11/1,Fri.～

試行とは？

 試行
 何かの行為により「偶然による」ひとつの結果を導き出す

さいころ投げ コイン投げ

〔例〕

〔例〕 身長の測定，じゃんけん，宝くじを買う，

アンケート調査，製品品質検査，etc.

確率変数とは？

 確率変数 random variable
 それがとる各値に対し確率が与えられている変数

 例：さいころ投げ

試行結果

1 2 3 4 5 6
確率変数

の値

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 確率

X

 )( kxXP

試行してみないと何が出るか
はわからない！
とりうる値はわかっている

ex) P(X=3) = 1/6
「Xが3となる確率が1/6」と読むProbability（確率）

の頭文字 P

確率変数とは？
 例：コイン投げ

試行結果

表 裏 確率変数の値

1/2 1/2 確率

X

 )( kxXP

1   ),,2,1( 0
1

 


k
kk pkp 

 一般に，確率変数の確率は以下のように表現される

),2,1(  )(  kpxXP kk

ただし， である．

500

確率はすべて0以上 全ての確率を足すと1

ex) P(X=裏) = 1/2
「Xが裏となる確率が1/2」と読む
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演習１

 確率変数

 2枚の硬貨を投げ，2枚の「裏表」の組合せ（4通り）を考え
る．この確率変数 X のとる値と，その値が出る確率を求
めよ．ただし，どちらの硬貨も表裏同確率で出るとする

 例）1枚目が「表」で，2枚目も「表」の時

 表の形にまとめると…

X 表･表 表･裏 裏･表 裏･裏

P(X) 1/4 1/4 1/4 1/4

確率変数 X のと
りうる全ての値

その確率

P(X=表･表) = 1/4  （= 1/2×1/2）
P(X=表･裏) = 1/4  （= 1/2×1/2）
P(X=裏･表) = 1/4  （= 1/2×1/2）
P(X=裏･裏) = 1/4  （= 1/2×1/2）

これを確率分布という

確率分布 probability distribution

 確率分布 probability distribution
 例：さいころを1回投げる

一様分布

さいころを1回投げる

1 2 3 4 5 6X

P
(X

=i
)

X 1 2 3 4 5 6
P(X) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

確率分布 probability distribution

 確率分布
 例：さいころを2回投げ，出た目の和

さいころ2回の出た目の和

0

1/50

1/25

3/50

2/25

1/10

3/25

7/50

4/25

9/50

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X

P
(X

=i
)

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X) 1/36 1/18 1/12 1/9 5/36 1/6 5/36 1/9 1/12 1/18 1/36

二項分布

参考：確率分布 probability distribution

 離散（型）確率分布 discrete distribution
 可算集合 {x1,x2,…}の中の値を取る確率変数 X は離

散型 discrete type といわれる．このとき，それぞれの
値の確率

を X の確率分布 probability distribution という．

ただし，

確率分布
probability distribution

),2,1(   )(:)(  kxXPxf kk
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




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
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),,2,1(   0)(

1k
k

k

xf

kxf 

一般的な定義
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 確率変数Xの期待値

確率変数の期待値・分散

 期待値 expectation, expected value
 確率変数 X の期待値

 例：コインを3回投げて表が出る回数の確率分布

 期待値

2
3)

8
13()

8
32()

8
31()

8
10()( XE

 
x

xfxXE )()(

コインを3回投げると，平
均して1.5回表が出るこ

とが期待される

X 0 1 2 3
P(X) 1/8 3/8 3/8 1/8
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

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
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



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







8
32221110
8
3

8
222

8
111

8
0

)
8

13()
8

32()
8

31()
8

10()(XE

期待値は算術平均を計算しているのと同じ

 確率変数Xの分散

確率変数の期待値・分散

 分散 variance
 確率変数 X の分散

 例：コインを3回投げて表が出る回数の分布の分散は?

4
3)5.13(

8
1)5.12(

8
3)5.11(

8
3)5.10(

8
1)( 2222 XV

  
x

xfXExXV )()()( 2

))}(({)( 2XEXEXV 

3
2

平均的にどの程度
散らばっているか？

0 1 2 3

分散（ばらつき）

＝平均（期待値）からのずれ
の平均

 22 )()()( XEXEXV 
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



22222222

2222

)5.13()5.12()5.12()5.12()5.11()5.11()5.11()5.10(
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8
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通常の分散を計算しているのと同じ

確率変数の期待値・分散

 標準偏差 standard deviation
 確率変数Xの標準偏差

 例：コインを3回投げて表が出る回数の分布の標準偏差は?

)()( XVXD 

2
3

4
3)()(  XVXD

X 0 1 2 3
P(X) 1/8 3/8 3/8 1/8

標準偏差
＝分散の平方根

尖度の数値の意味

歪度の数値の意味

補足：確率変数の歪度・尖度

 歪度 skewness
 確率変数Xの確率分布の非対称性の指標

 歪度＝α3．ただし，
33

3 /)(   XE
 )(:  ),(: 2 XVXE   








3

3

3
0
0



 …右の裾が長い

…左の裾が長い
…歪みの程度

 尖度 kurtosis （超過係数 coefficient of excess）

 確率変数Xの確率分布の尖り具合を表す指標

 尖度＝α4ー3．ただし，
44

4 /)(   XE





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03
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4

4





正規分布より丸く鈍い形
正規分布がα4＝3

なので，これと比較

正規分布より尖っている
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VÉyyxx UÜxt~4

異なる5脚の椅子を一列に並べる方法は何通り?

5脚の椅子に3人の学生が座る座り方は何通り?

5脚の椅子から使いたい3脚を選ぶ方法は何通り?
それぞれどん
な計算になる

のかしら?

factorial permutation combination repeated combination
階乗・順列・組合せ・重複組合せ

異なる5種類の椅子から8脚選
ぶ選び方は何通り?

異なる5種類の椅子から少なくと
も1種類ずつ8脚選ぶ選び方は?

異なる5脚の椅子を円形に並べる方法は何通り?

異なる5脚の椅子を宇宙空間に円形に並べる方
法は何通り?

VÉyyxx UÜxt~4

35
123
567

495
1234

9101112

315335

815885





















CH

CH

重複組合せ
repeated combination12012345!5 

6034535 P

10
123
345

35 



C

階乗 factorial

順列 permutation

組合せ combination

※）Excel関数：FACT(5)

※）Excel関数：ＰＥＲＭＵＴ(5,3)

※）Excel関数：COMBIN(5,3)

その他に…
円順列 circular permutation

数珠順列 necklace permutation

24)!15(
5
!5



12
2

)!15(




1つずらして同じ
ものが5個ある

円順列から裏表
（逆回り）を除く

選ぶ椅子8脚と
5種類の椅子

の間に置く仕
切り（5－1）=4
を用意，8+5-1
から8脚の椅子

を置く場所を選
ぶ組合せ

5脚は決まるか
ら，残り3脚を上

記と同じ方法で
選べば良い

VÉyyxx UÜxt~4
2人の子供を持つ家庭がある（注：男女の生まれる確率は各々1/2とする）

Q1：2人とも女の子である確率は?

Q2：1人が女の子の時，2人とも女の子である確率は?

Q3：1人が女の子で名前がAliceの時，2人とも女の子である確率は?

ベイズ推定初歩

4
1

3
1

5
3

[上の子] [下の子]
×
×

×
○

[上の子] [下の子]
ー
×

×
○

標本空間

標本空間

2
1

or

VÉyyxx UÜxt~4
Q3：1人が女の子で名前がAliceの時，2人とも女の子である確率は?

ベイズ推定初歩

5
3 [上の子] [下の子]

ー

×

ー

標本空間
Alice

Alice

Alice

Alice

2
1

or

×

○

○

ー

○

ー

注）女の子がAliceと名付けられ

る場合とそうでない場合の確率
を同じとみなしている

実際にはAliceと名付けられる

確率は，そうでない場合よりずっ
と低いだろう

また，ここでは，どちらかの名
前がAliceであると判明した（新し

い情報が付加された）場合の話
であることに注意

注） 2人ともにAliceと
いう名前であることを
許さないなら，この場
合はない
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確率分布
probability distribution

離散（型）分布 discrete distribution
★二項分布 binomial distribution
★ポアソン分布 Poisson distribution

★（離散）一様分布 uniform distribution
★幾何分布 geometric distribution
★負の二項分布 negative binomial distribution
★超幾何分布 hypergeometric distribution

離散型分布 discrete distribution

 ベルヌーイ試行

 2通りの結果しかない観測があり，これを同条件で独
立にn回行うこと

 例：硬貨を3回投げる

 表が2/3，裏が1/3の確率で出る硬貨を投げる

p

1ーp

表

裏

2/3

1/3

…

1回 2回 3回 …

（表，表，表）
（表，表，裏）
（表，裏，表）
（表，裏，裏）

…

n回

1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
 ベルヌーイ試行で，片方の結果が起こる回数の確率

 確率pをもつ事象がn回の施行中x回起こる確率

p

1ーp

n回中
こっちが

x回
起こる

p

1ーp
…

n回の試行

Bi(n, p)

 例1） 3割打者（p=3/10）が打席に423回立つ（n=423）．このとき，ヒットを
打つ回数（x回）の確率分布が二項分布 Bi(423, 0.3)

 例2） ゴール決定率20%のストライカー（p=0.2）が，175本シュートを放つ
（n=175）．このとき，シュートが決まる回数（x回）の確率分布が二項分布
Bi(175, 0.2)

二項分布

0.000

0.100

0.200

0.300

0.400

0.500

0.600

0.700

0 1 2 3

Bi(3,p)

1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
 例：サイコロを3回投げて1の目がx回出る確率は…

0回出る確率 … (5/6)3

1回出る確率 … 3C1 (1/6)1 (5/6)2

2回出る確率 … 3C2 (1/6)2 (5/6)1

3回出る確率 … (1/6)3

X 0 1 2 3
P(X) 216

125
216
75

216
15

216
1

二項分布Bi(3, 1/6)の確率分布

)3,2,1,0( 
6
5

6
1)(

3

3 

















xCxf
xx

x

o.w.

p=1/6

1-p=5/6

= 3C0 (1/6)0 (5/6)3 = 125/216
= 3C1 (1/6)1 (5/6)2 =   75/216
= 3C2 (1/6)2 (5/6)1 =   15/216
= 3C3 (1/6)3 (5/6)0 =     1/2161が1回出る

21

6
5

6
1

















1箇所の1の置き方

13C （=3通り）

二項分布Bi(3, 1/6)の確率を計算する式

1が2回出る
12

6
5

6
1

















2箇所の1の置き方

23C （=3通り）

【注） 3C3 = 3C0 =1】
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1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
 例：サイコロを3回投げて1の目がx回出る確率は…

0回出る確率 … (5/6)3

1回出る確率 … 3C1 (1/6)1 (5/6)2

2回出る確率 … 3C2 (1/6)2 (5/6)1

3回出る確率 … (1/6)3

一般的に，二項分布Bi(n, p)の確率を計算する式
（n回のベルヌ－イ試行を行い，確率pの事象がx回起こる）

)3,2,1,0( 
6
5

6
1)(

3

3 

















xCxf
xx

x

o.w.

p=1/6

1-p=5/6

= 3C0 (1/6)0 (5/6)3 = 125/216
= 3C1 (1/6)1 (5/6)2 =   75/216
= 3C2 (1/6)2 (5/6)1 =   15/216
= 3C3 (1/6)3 (5/6)0 =     1/2161が1回出る

21
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1

















1箇所の1の置き方

13C （=3通り）

二項分布Bi(3, 1/6)の確率を計算する式

1が1回出る
12

6
5

6
1

















2箇所の1の置き方

23C （=3通り）

【注） 3C3 = 3C0 =1】

  ),,2,1,0( 1)( nxppCxf xnx
xn  

1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
例1） 3割打者（p=3/10）が打席に423回立つ（n=423）．こ

のとき，ヒットを打つ回数（x回，確率変数X）の確率分布が
二項分布 Bi(423, 0.3)

f（x）= ?
50本ヒット確率 ?
200本以上ヒット確率?

例2） ゴール決定率20%のストライカー（p=0.2）が，175本
シュートを放つ（n=175）．このとき，シュートが決まる回数
（x回，確率変数X）の確率分布が二項分布 Bi(175, 0.2)

f（x）＝?
15本以上30本以下ゴール確率?

p

1ーp

)423,,2,1,0( 
10
7

10
3)(

423

423 

















xCxf
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x
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
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





xCxf
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x

P(X=50) = f(50) = 423C50(3/10)50(7/10)373

)423()201()200()()200(
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200
fffxfXP

x
 
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fffxfXP
x

 
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1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
 ベルヌーイ試行で，片方の結果が起こる回数の確率

 確率pをもつ事象がn回の施行中x回起こる確率

p

1ーp

n回中
こっちが

x回
起こる

p

1ーp
…

n回の試行

Bi(n, p)

 確率分布

),,0(   )1()( nxppCxf xnx
xn  








)1()(
,)(

pnpXV
npXE

 期待値・分散

二項分布

0.000

0.100

0.200

0.300

0.400

0.500

0.600

0.700

0 1 2 3

Bi(3,p)

1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
 例：サイコロを3回投げて1の目がx回出る確率は…

0回出る確率 … (5/6)3

1回出る確率 … 3C1 (1/6)1 (5/6)2

2回出る確率 … 3C2 (1/6)2 (5/6)1

3回出る確率 … (1/6)31が1回出る
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3箇所に1個1を置く

13C

X 0 1 2 3
P(X) 216

125
216
75
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確率分布































12
5

6
5

6
13)(

2
1

6
13)(

)3,2,1,0( 
6
5

6
1)(

3

3

XV

XE

xCxf
xx

x
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p=1/6

1-p=5/6

= 3C0 (1/6)0 (5/6)3 = 125/216
= 3C1 (1/6)1 (5/6)2 =   75/216
= 3C2 (1/6)2 (5/6)1 =   15/216
= 3C3 (1/6)3 (5/6)0 =     1/216
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1. 二項分布

 二項分布 binomial distribution
例1） 3割打者（p=3/10）が打席に423回立つ（n=423）．こ

のとき，ヒットを打つ回数（x回）の確率分布が二項分布
Bi(423, 0.3)

期待値：E（X）＝?
分散：V（X）＝?

例2） ゴール決定率20%のストライカー（p=0.2）が，175本
シュートを放つ（n=175）．このとき，シュートが決まる回数
（x回）の確率分布が二項分布 Bi(175, 0.2)

期待値：E（X）＝?
標準偏差：D（X）＝?

p

1ーp

)423,,2,1,0( 
10
7

10
3)(

423

423 

















xCxf
xx

x

)175,,2,1,0( 
10
8

10
2)(

175

175 

















xCxf
xx

x

E（X）= np = 423×(3/10) = 126.9
V（X）= np(1-p) = 126.9×(7/10) = 88.83 

E（X）= np = 175×(2/10) = 35
D（X）= √V（X）=√np(1-p) = √35×(8/10) = 4√7 
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Bi(20,p)

Bi(10,p)
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Bi(3,p)
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二項分布
Bi(20,p)

Bi(10,p)

Bi(7,p)

Bi(3,p)

1. 二項分布
pが一定（p=1/6）で，試行回数を増やす（nが増える）と…

二項分布
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二項分布
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Bi(7,p) 二項分布
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Bi(10,p) 二項分布
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パスカルの三角形と二項係数
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 二項分布の例

 例1：製品ラインの不良品抜き取り検査

 不良率p=0.5%のロットから独立に1個ずつランダム抜取り
検査をした時に検出される不良品数x の従う分布

 参考）不良率の期待値

 例2：袋から球を取り出す

 赤玉3，白玉7入っている袋から1つ取り出しては戻すという
行為をn回行ったとき，赤玉が5回出る確率は?

 例3：サイコロをn回投げて偶数の目が出る回数の従う
分布

 サイコロを5回投げて偶数が出る回数の確率分布を求めよ

1. 二項分布

pnnpnxE )(

演習３

 二項分布を求めよう

 赤玉3個，白玉7個入っている袋から1つ取り出しては
戻すという行為を5回行ったとき，赤球が出る回数の確
率分布（二項分布）を求めてみよう！

2. ポアソン分布

 ポアソン分布 Poisson distribution
 ある時間帯の中で，ある事象が何回起きるか？

 例：電話番号案内

 事象S＝「通話がある」

0 t

1/2に分割

1/4に分割

1/8に分割

1/16に分割

1/nに分割

…

nが十分大きければ2回以上Sが起きる区間が無くなる

P(ある区間でSが2回以上起きる確率)=0とする

2. ポアソン分布

 ポアソン分布 Poisson distribution

1/nに分割

Sが起きる回数は二項分布 Bi (n, p) に従う

0 t

ベルヌーイ試行
とみなす

ところで，この時間内にSが起きる回数の期待値をλとおくと…
np

よって，S が k回 起きる確率は，

!
      )1()1()11()11(

!

)1()(

)1(
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nnn
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nn
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k
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knk
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
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
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


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 









（np=二項分布の期待値E(X) を 一定に保つ）

各区間でSが起きる確率 ： p
各区間でSが起きない確率： q=1-p

とする

確率pの事象が
n回の試行の中

でS回起こる







  



 e
n

n

n
)1(lim
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 ポアソン分布

 確率分布

2. ポアソン分布

Po（λ）










)(
,)(

XV
XE

),2,1,0(  ,
!

)(   x
x

exf
x

 期待値・分散








70.0)(
,70.0)(

XV
XE

例では…

ポアソン分布

0
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0 1 2 3 4 5 6

0.0

20.0

40.0

60.0

80.0

100.0

120.0

140.0

160.0

180.0

200.0

理論値

観測数

☆観測値：横浜新道料金ゲートへの
15秒間隔の車両到着台数
☆理論値：λ=0.70のポアソン分布

2. ポアソン分布

 ポアソン分布の例
 例1：飛行機事故（事故はめったに起きない）

 飛行機事故の確率1/10万，飛行機搭乗回数を1万回としたとき，
一度も事故にあわない確率は?

 例2：大量生産品の不良品数（めったにない）

 不良率が1/10000の生産ラインで1万個生産したとき不良品が3
個以上出る確率は?

 例3：爆撃命中数（めったに当たらない）

 第二次大戦中のドイツ軍の砲弾命中精度はλ=0.93のポアソン
分布に従うという．1000発打って1発当たる確率は?

 例4：薬の副作用

 副作用の確率が1/200の薬を5000人が服用したとき，30人以上
に副作用が出る確率は?

 例5：生物・植物の生態・繁茂状況を示す分布

 単位面積あたりのバクテリアの個数

2. ポアソン分布

 二項分布 と ポアソン分布

 二項分布においてある事象が起こる確率が非常に小
さい場合に適用できる分布

 例：工場の生産ラインでの不良率が1/500のとき，1000個
の製品を作ったときx個不良品だった

二項分布

xx
xCxf  1000

1000 )
500

11()
500

1()(

!
2)( 2

x
exf

x


ポアソン分布

1000個のうち，平
均的に2個不良品 0.000

0.050

0.100

0.150

0.200

0.250

0.300

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P0(λ)

Bi(n,p)

2. ポアソン分布

 二項分布 から ポアソン分布 へ
ポアソンの小数の法則

Poisson’s law of small numbers

!
)1(

x
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xnx

xn
  


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二項分布 ポアソン分布


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,135065.0)0(




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

f
f
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 例：ある工場の生産ラインでの不良率が1/500である．
1000個の製品を作ったときx個不良品だった．


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演習４

 ポアソン分布を求めよう

 赤玉１個，白玉99個入っている袋から1つ取り出しては
戻すという行為を5回行ったとき，赤球が出る回数の確
率分布（ポアソン分布）を求めてみよう！

その他の離散型分布

 (離散)一様分布 uniform distribution (of discrete type)

 すべての確率が等しい分布

 例：さいころを1回投げる

 確率分布

 期待値・分散

),,1(  ,1)( nx
n

xf 















12
)1()(

,
2

1)(
2nXV

nXE

さいころを1回投げる

1 2 3 4 5 6X

P
(X

=i
)

X 1 2 3 4 5 6
P(X) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

その他の離散型分布

 幾何分布 geometric distribution
 ベルヌーイ試行において，試行回数を決めずに初め

てある事象が起こるまでの試行回数を x とするときの
X=x の確率分布

),2,1(  )1()( 1   xppxf x

幾何数列（等比数列）の形な
ので，幾何分布とよばれる

 幾何分布は，時間を離散的に（1,2,3,…)考えるとき，

初めて何かが起こるまで待つ時間の長さの確率分布
〔（離散的な）待ち時間分布〕

x-1回 x 回目

p

1ーp

その他の離散型分布

 幾何分布

 確率分布

),2,1(  ,)1()( 1   xppxf x











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
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,1)(

p
pXV

p
XE

幾何分布
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

袋に白玉4個，赤玉1個入っている

1つ取り出して戻すことを繰り返す

x  回目に初めて赤玉が取り出される時

の x  の確率分布

 期待値・分散
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例では…
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その他の離散型分布

 幾何分布の例

 例1：災害の到来

 ある1年に風水害が起こる確率が1/25であるとする．風水
害が起こるのは平均何年に1回か?

 上記と同じ災害が20年以内に起こる確率は?
 例2：袋から…
 白玉4つ，赤玉1つが入っている袋がある．1つ取り出して

元に戻すという試行を繰り返したとき，10回目に初めて赤
玉が取り出される確率は?

 例3：ドアを開けられる鍵を見つけよう！

 n個の鍵束を持っている．かぎ束からひとつ鍵を取り出しド
アを開けるとき，何回目で開くか? ただし，試した鍵は1回
毎に鍵束に戻すこととする

演習５

 幾何分布を求めよう

 白玉4つ，赤玉1つが入っている袋がある．1つ取り出し

て元に戻すという試行を繰り返したとき，初めて赤玉が
取り出される回の確率分布（幾何分布）を求めてみよ
う！ 10回目に初めて赤玉

が取り出される確率は

どれだけか？

その他の離散型分布

 負の二項分布 negative binomial distribution
 ある事象がk回起こるまでのもうひとつの事象の回数

をxとしたときのX=x (x=0,1,2,…)の従う分布

),2,1,0(  )1()( 1   xppCxf xk
xxk

二項分布で二項係数に負も認め
た場合にこの分布になるので「負」

の二項分布とよばれる

 k=1のときは幾何分布に等しいため幾何分布の一般
化となっている

k 回

x 回

…
最後は成功なので，
k+x-1回からxの場所
を決める組合せ数

p

1ーp

その他の離散型分布

 負の二項分布

 確率分布


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

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),2,1,0(  ,)1()( 1   xppCxf xk
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幾何分布のk倍

負の二項分布
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袋に白玉 4個，赤玉 1個入っている

1つ取り出して戻すことを繰り返す

赤玉がk =3回取り出される迄に，白玉が

取り出される回数 x  の確率分布

 期待値・分散
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例では…
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その他の離散型分布

 負の二項分布の例

 例1：災害の到来

 ある1年に風水害が起こる確率が1/25であるとする．風水
害が起こるのは平均何年に1回か?

 上記と同じ災害が20年以内に起こる確率は?
 例2：袋から…
 白玉4つ，赤玉1つが入っている袋がある．1つ取り出して

元に戻すという試行を繰り返したとき，赤玉が3回取り出さ
れるまでに白玉が40回取り出される確率は?

 例3：シリーズものコレクター

 12種類のキャラクターが売られている．ただし，箱を開け

るまで中にどれが入っているかはわからない．あるコレク
ターが全てのキャラクターを集めるためには何個買わね
ばならないか?

演習６

 負の二項分布を求めよう
 お菓子の付録に6種類のオマケがある．このオマケはそれ

ぞれの箱に全種類がランダムに等確率に入っているとする．
箱を開けるまで中身はわからない．黄色のオマケを3個そろ

えたい．そのために，お菓子を平均何個買わねばならない
か?

1 2 3 4 5 6

注）全てのオマケを（少なくとも一つずつ）集める場合は，「クーポン収集問題」と呼ばれ
る問題になり，負の二項分布では計算できない．

その他の離散型分布

 超幾何分布 hypergeometric distribution
 例：白玉がM個，赤玉がN-M個（全部でN個）ある．ここか

らn個抜き出したとき，白玉がx個入っている確率は?

nN

xnMNxM

C
CCxf 

)(
n個取り出す組合せのうち，白玉x個，赤

玉n-x個取り出す組合せの確率

}),min{,)},(,0max{( MnMNnx 

M N-M

白玉：x個

赤玉：n-x個
n個抜き出す白玉がx個入っている確率は…

ただし，xの取り得る範囲は

超幾何分布

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N=10,000 （白玉M=300, 赤玉N-M=9,700）
n=100 個取り出すとき，白玉が入っている個数 x
の確率分布

その他の離散型分布

 超幾何分布

 確率分布



















1
)(

,)(

N
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N
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N
MnXV
N

MnXE

nN

xnMNxM

C
CCxf )( }),min{,)},(,0max{( MnMNnx 





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










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 期待値・分散

例では…



統計の分析と利用 2013/11/1

Confidential 13

VÉyyxx UÜxt~4
「捕獲再捕獲法 capture-recapture method」

•湖の中の魚の個体数（N匹）を推定したい
•Step1（ランダムに）魚を捕獲（M匹），印 をつけて放す
•Step2：しばらくおいて，（ランダムに）魚を再捕獲（n匹）し，

印の付いている魚を数える（x匹）

標識再捕獲法
(mark-recapture method)

ともいう

Step1：捕獲後，
印 を付けた魚（M匹）

Step2：再捕獲（n匹）

再捕獲魚のうち
印の付いた魚（x匹）

個体総数＝N匹
全 M匹, 全 N-M匹

再捕獲＝n匹
x匹, n-x匹

既知の観測数値

未知の推定したい数値

推定値： ෡ܰ ൌ ெ௡
௫

例）M=300, n=500, x=5なら

෡ܰ ൌ
300 ∙ 500

5
ൌ 30000

確率密度関数
p.d.f. (probability density function)

連続型分布continuous distribution
★正規分布 normal distribution
★標準正規分布 standard normal distribution
★χ2分布 chi-square distribution
★t分布 Student’s t distribution
★F分布 F distribution
★（連続型）一様分布 uniform distribution
★指数分布 exponential distribution

確率密度関数 p.d.f.
 確率分布（離散） と 確率密度関数（連続）

二項分布

0.000

0.100

0.200

0.300

0.400

0.500

0.600

0 2 4 6 8 10

Bi(10,p)

20 40 60 80 100

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

各値（確率変数の値）に対し
棒の高さが確率を表す

全ての高さを足すと1

2変数に挟まれる部分の面
積が確率を表す

全ての面積を足すと1

確率

確率

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

0
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250

1 8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99 106 113 120 127 134 141 148 155

0
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1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79

0

500

1000

1500

2000

2500

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

 連続（型）分布 continuous distribution
 確率変数 X の取る値が関数 f(x) により, 以下で与えら

れている場合，X は連続型の確率分布を持つという

ただし，

参考：確率密度関数 p.d.f.

確率密度関数
probability density function


b

a
dxxfbXaP )()(

 


x
dttfxXPxF )()()(














1)(

),(0)(
dxxf

xxf ),2,1(  )(:)(  kxXPxf kk
















1)(

),,2,1(  0)(

1k
k

k

xf

kxf 

 累積分布関数 c.d.f., cumulative distribution function




xu

ufxF )()(

f(x)

a b
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 連続型確率変数の期待値と分散

 連続型確率変数 X の期待値

 連続型確率変数 X の分散

参考：確率密度関数 p.d.f.





 dxxfxXE )()(





 dxxfXExXV )())(()( 2

 
x

xfx )(

  
x

xfXEx )()( 2

1. 正規分布

 正規分布 normal distribution
 確率密度関数

2

2

2
)(

2
1)( 









x

exf

平均：E(X) = μ
分散：V(X) = σ2

),( 2N

20 40 60 80 100

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

標準偏差σ

平均μ

68.3% ±σ
95.5% ±2σ
99.7% ±3σ

(例ではμ=43.2)

(例ではσ=14.52)

1. 正規分布

 標準正規分布 standard normal distribution
 確率変数の標準化

 平均μ，分散σ2の正規分布に従う確率変数Xを標準化する





XZX

22
)( 2

2

2

2
1

2
1)(

xx

eexf











 確率密度関数

確率変数Zは，平均0，分散1の正規分布に従う

標準正規分布

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

1

0

1

)1,0(N

平均： μ = 0
分散： σ2 =1
（標準偏差： σ =1）

1. 正規分布

 標準正規分布表とその読み方

 標準正規分布表…分布の確率を表す一覧表

uの
小数第１位

uの
小数第２位 )( uXP 

N(0,1)

Xがu以上である確率
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1. 正規分布

 標準化と標準正規分布
 例題：確率変数 X はある株式の利回り(%)で，正規分布

N(3,10)に従う．この株式への投資が損となる確率は？

17106.0)95.0(

)94868.0
10

30(

)0(

)  )0(

)0(















 





ZP

ZP

ZP

XZZP

XP





 

標準正規分布表から

＝0.171391 (Excel関数 NORMDISTより）

-20 -10 10 20

0.01

0.02

0.03

0.04

-2 -1 1 2

0.1

0.2

0.3

0.4

)0( XP

)95.0( ZP

 パーセント点 percentage point
 分布の100α%点

 上側100α%点

 下側100α%点

 両側100α%点

 例：標準正規分布の

両側100α%点

 α=0.05 → 両側5%点

 α=0.10 → 両側10％点

 標準正規分布N(0,1)の
両側5%点（上側2.5%,下側2.5%）=±1.96

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4

両側100α%点

100α%

VÉyyxx UÜxt~4

 t分布 Student’s t distribution

 t分布表の読み方

2. t 分布

-4 -2 2 4
x

0.1

0.2

0.3

0.4

t(ν)
自由度ν の t分布

自由度ν は1,2,3,…の値をとり，

自由度の値によって分布の形
状が変わる

自由度ν

片側確率α
両側確率2α

))(),((2
))(())((




tTtTP
tTPtTP




t(ν)

2.5 5 7.5 10 12.5 15
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1
 χ2分布 Chi-square distribution

 χ2分布表の読み方

3. χ2分布

χ2(ν)
自由度ν の χ2分布

自由度ν は1,2,3,…の値をとり，

自由度の値によって分布の形
状が変わる

ν=1

ν=2
ν=3
ν=4
ν=5 ν=6

χ2(ν)

自由度ν

確率α

))(( 22   P

χ2(ν)
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 パーセント点 percentage point
 例：自由度10のt 分布の

上側100α%点

 例：自由度5のχ2分布の

両側100α%点

-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

上側100α%点

100α%

5 10 15 20

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

両側100α%点

100α%

VÉyyxx UÜxt~4
 F分布 F distribution

 F分布表の読み方

4. F分布

F(ν1, ν2)
自由度ν1, ν2の F分布

自由度ν1, ν2 は各々1,2,3,…の
値をとり， 自由度の値によっ
て分布の形状が変わる

1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

ν1=10, ν2=6

自由度ν2

自由度ν1確率α

)),(( 21  FFP 
F(ν1, ν2)

その他の連続型分布

 （連続型）一様分布 uniform distribution
 確率密度関数
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 期待値・分散

 累積分布関数
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その他の連続型分布

 指数分布 exponential distribution
ポアソン分布に従って起きる事象の生起間隔を表現

 確率密度関数

 累積分布関数

 期待値・分散
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その他の連続型分布

 指数分布 exponential distribution
 例：サービスの待ち時間（チケット売場の列）

単位時間をn等分し，ある区間kで誰かが購入を終了したら Xk=1，
そうでないなら Xk=0 とする確率変数 X1, X2, X3,… を考える．

チケット販売開始時点 = 0, 1人目の購入終了時点 = T とする．

X1, X2, X3,… はパラメータ p = λ/n のベルヌーイ試行に従うとする．

→ 以上の設定で，確率変数 T の確率分布を求める











 



t xt
n

ntk

k

i

i

dxeenn

nnntNPtTP

0

1

0

1)/1(1)/1(1

/)/1()0()0(

 



（サービス開始）

0
（サービス了）

T

Xk=1
Xk-1=0

区間N+1で購入終了 → T≒(1/n)N （nが十分大きい時）
任意の t>0に対し，kを，k≦nt＜k+1を満たす整数とする
N+1は幾何分布に従う

→

1/n

累積分布関数

確率密度関数

X1=0
X2=0

X3=0 …
1

0

λ/n

1ーλ/n
Xk

参考：その他の連続型分布

 ガンマ分布 Gamma distribution

 確率密度関数

 ガンマ関数 Gamma function

)0(   
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)( 1 


  xexxf x




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)(            )!1()(
)0(   )(

0

1

N
 
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nnn
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nが自然数の時




),1(
)2/1,2/(

Ga
nGa ：自由度 n のχ2分布

：指数分布

参考：その他の連続型分布

 ベータ分布 Beta distribution

 確率密度関数

 ベータ関数 Beta function
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VÉyyxx UÜxt~4 3枚の扉の向こうに
•百万ドル（当たり）

•山羊（はずれ） .
•山羊（はずれ） .

が隠されているよ．
あなたは扉を１つだ
け選んでいいのよ．

ところで，あなた
が選ばなかった２つ
の扉のうち，山羊の
扉を開くから，それ
を見た後で，開く扉
を変えてもいいよ．

さぁ，どうする？

Monty-Hole Dilemma
確率的直感
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どうしても納
得いかない人
のため，扉の
数を増やして
みましょう！

最初に選ぶ
扉が100個

あったらどう
かしら？

…

…

…

… … … … … … …

100個の扉からあなたが1つを選んだ後で，残り99の扉のうち山羊（はず
れ）の98の扉を開いて見せます．さぁ，開く扉を変えてもいいよ．それともやっ
ぱり，あなたは開く扉を変えない？

あなたの最初の選択は神懸かり的な幸運に恵まれているのかしら？

Monty-Hole Dilemma
VÉyyxx UÜxt~4
クイズ・ミリオネアとお助けルール50-50

問題：××××…
Ａ．○○○○ Ｂ．△△△△
Ｃ．□□□□ Ｄ．◇◇◇◇

さっぱり分からないよ（泣）

ならば，考えずにサイコロを
振って選びなさい

Ａ．○○○○ Ｂ．△△△△
Ｃ．□□□□ Ｄ．◇◇◇◇

さいころ
の教え

Ａ．○○○○ Ｂ．△△△△
Ｃ．□□□□ Ｄ．◇◇◇◇

50-50で2つ消してもらおう

Ａ．○○○○ Ｂ．△△△△
Ｃ．□□□□ Ｄ．◇◇◇◇

選択を変更して
ファイナルアンサー！
（当たる確率3/4）
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