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2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle
–グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
–グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

2

5

3

6

7

4

1

8

注1）スタート枝（点）はど
こでも良い

注2）スタート枝（点）に戻
らない場合は，それぞれ
• オイラー路

Eulerian path
• ハミルトン路

Hamiltonian path
とよぶ

問1a：このグラフにオイラー閉路はあるか？ あるなら1つ示せ，ないならないと証明せよ
問1b：このグラフにハミルトン閉路はあるか？ あるなら1つ示せ，ないならないと証明せよ
問2：問1a/1bのどちらがより難しいか？（|V|,|E|の増加に対し，求解がより困難になるのは？）

ex)  グラフ G = (V, E)
点集合 V ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
枝集合 E ={{1,2},{1,3},…,{7,8}} 



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

– グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
– グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

※与えられたグラフの
オイラー閉路を求める問題は，クラスPに属す（多項式時間で解ける polynomial-time solvable）
ハミルトン閉路を求める問題は，NP完全問題 NP complete problem

※NP完全問題とは，クラスNPに属し，かつ，NPの全問題から多項式時間帰着可能な問題

※「P≠NP予想」 未解決（7つのミレニアム懸賞問題 millennium prize problems の1つ）

（解答例）

※ P = Polynomial ×NP≠Not Polynomial
※ NP = Non-deterministic Polynomial

polynomial-time reducible



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

問2a：このグラフにオイラー閉路はあるか？ あるなら1つ示せ，ないならないと証明せよ
問2b：このグラフにハミルトン閉路はあるか？ あるなら1つ示せ，ないならないと証明せよ

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路
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（解答例）

問2a：このグラフにオイラー閉路はあるか？ [答]ない（奇数次数の点が存在するから）
問2b：このグラフにハミルトン閉路はあるか？ [答]ある（下図の緑色の閉路がその例）

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）

グラフに，次数が奇数となる点が存在するなら
オイラー閉路は存在しない

グラフが，次数が偶数となる点だけなら
オイラー閉路は必ず存在し，簡単に見つけられる

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

※奇数次数の点は必ず偶数個ある
〔証明）∑ deg ሺ𝑣ሻ௩∈௏ ൌ 2 𝐸 より明らか〕
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2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路
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（解説）

グラフが，次数が偶数となる点だけなら
オイラー閉路は必ず存在し，簡単に見つけられる

※例題の6個の奇数次数点について，青枝を2本追加，赤枝を1本削除し，全点の次数を偶数に修正した
これで，このグラフにはオイラー閉路が存在しますが，（簡単に）見つけられますか？

×

○

○

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

本当か？



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く

• オイラー閉路の構成方法

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
（※除去枝のある点の次数が偶数分減る）

• オイラー閉路の構成方法

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
※①②を繰り返す

• オイラー閉路の構成方法

• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
※①②を繰り返す

• オイラー閉路の構成方法



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
※①②を繰り返す

• オイラー閉路の構成方法



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
※①②を繰り返す

• オイラー閉路の構成方法



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

①適当に閉路を見つける
②見つけた閉路をグラフから取り除く
※①②を繰り返す

• オイラー閉路の構成方法

※この操作で必ず全ての枝が取
り除かれる（残ることはない）

何故か？ 考えてみよう



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

③取り除いた全ての閉路の中から，共有点をもつ2つの閉路を探し，
共有点で再構成（1つの閉路に）する
※閉路が1つになるまで③をくり返す

• オイラー閉路の構成方法

※共有点をもつ2つの閉路は
毎回必ず存在することに注意

何故か？ 考えてみよう



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

③取り除いた全ての閉路の中から，共有点をもつ2つの閉路を探し，
共有点で再構成（1つの閉路に）する
※閉路が1つになるまで③をくり返す

• オイラー閉路の構成方法



2種類の閉路
• オイラー閉路 Eulerian cycle

グラフの全ての枝を1度だけ通る閉路

（解説）
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• ハミルトン閉路 Hamiltonian cycle
グラフの全ての点を1度だけ通る閉路

③取り除いた全ての閉路の中から，共有点をもつ2つの閉路を探し，
共有点で再構成（1つの閉路に）する
※閉路が1つになるまで③をくり返す

• オイラー閉路の構成方法

※共有点をもつ2つの閉路は
毎回必ず存在することに注意

何故か？ 考えてみよう



四色定理

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能
（高々4色で塗り分けられる）

• 与えられたグラフは平面
• 隣接する地域を別の色で塗る

• 隣接とは辺で接していることで
あり，点で接する場合は除く

例）横浜市（18区）

地図出展：テクノコ白地図イラスト
（http://technocco.jp/）



四色定理

＜地図のグラフ化（1）＞
• 各区の境界線3本が交わる箇所

を点とする（点集合V）
• 各区の境界線を枝とする（枝集

合E）

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能
（高々4色で塗り分けられる）

平面グラフ G = (V,E) ができる



四色定理

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能
（高々4色で塗り分けられる）

＜グラフの彩色問題（1）面彩色＞
グラフ G = (V, E) の各面 face を隣り

合う面が異なる色となるように塗り分
けなさい

＜地図のグラフ化（1）＞
• 各区の境界線3本が交わる箇所

を点とする（点集合V）
• 各区の境界線を枝とする（枝集

合E）

平面グラフ G = (V,E) ができる



四色定理

4色必要な最小の地図の例

どの領域も他3つに隣接（＝4色必要）

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能
（高々4色で塗り分けられる）

横浜市（18区）を4色で
塗り分けた例



ハミルトン閉路

【ハミルトン閉路】
全ての点を通る閉路

＜ハミルトン閉路問題＞
グラフ G = (V, E) にハミルトン閉路が
存在するなら，それを求めよ



ハミルトン閉路

【ハミルトン閉路】
全ての点を通る閉路

＜ハミルトン閉路問題＞
グラフ G = (V, E) にハミルトン閉路が
存在するなら，それを求めよ

＜解答例＞
このグラフ G = (V, E) にはハミルトン
閉路が存在する．右図の赤線閉路



四色定理
と

ハミルトン閉路

平面グラフにハミルトン閉路
が存在すれば，閉路の内側
と外側が出来る．
 内側を2色交互に塗れる
 外側を2色交互に塗れる
よって4彩色可能

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能

【ハミルトン閉路】
全ての点を通る閉路



四色定理
と

ハミルトン閉路

平面グラフにハミルトン閉路
が存在すれば，閉路の内側
と外側が出来る．
 内側を2色交互に塗れる
 外側を2色交互に塗れる
よって4彩色可能

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能

【ハミルトン閉路】
全ての点を通る閉路



四色定理
と

ハミルトン閉路

平面グラフにハミルトン閉路
が存在すれば，閉路の内側
と外側が出来る．
 内側を2色交互に塗れる
 外側を2色交互に塗れる
よって4彩色可能

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能

【ハミルトン閉路】
全ての点を通る閉路



補足：地図のグラフ化

地図の塗り分け＝面を塗る（面彩色） 地図の塗り分け＝点を塗る（点彩色）

 地図をグラフにする
方法は2通りある

※どちらでグラフにしても出来るこ
とは同じだが，今回は，ハミルトン
閉路と四色定理の関係を示した
かったので左の形でグラフ化した

双対グラフ
dual graph

境界線（3本）の交点を点nodeとし，
境界線を枝edgeとしたグラフ

領域を点nodeとし，隣接関係（境界
線をまたぐ）を枝edgeとしたグラフ

同じ問題

※四色定理だけなら，
右の形で，点の塗り分
け（点彩色）にしても，
問題としては全く同じ



四色定理

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能

＜地図のグラフ化（2）＞
• 各区を点にする（点集合V）
• 境界(線)が隣り合う区を，境界線

をまたぐように枝を張る（枝集合E）

平面グラフ G = (V,E) ができる



四色定理

【四色定理】
平面グラフは4彩色可能

平面グラフ G = (V,E) ができる

＜地図のグラフ化（2）＞
• 各区を点にする（点集合V）
• 境界(線)が隣り合う区を，境界線

をまたぐように枝を張る（枝集合E）

＜グラフの彩色問題（2）点彩色＞
グラフ G = (V, E) の各点を隣接点が
異なる色となるように塗り分けなさい

【四色定理】
隣接点を別の色で塗り4彩色可能



補足：
双対グラフ
dual graph

例）横浜市（18区）

注：（黒の）枝を直線で描いてい
るので，見かけ上，双対グラフに
見えない箇所が散見されるが，
（緑の）点の位置を調整すれば，
双対関係を確認できる
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もっと知りたい人は
関連する授業をとろう！

 「ネットワークモデル分析A/B」
 「最適化モデル分析」
 etc.


