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概要

本稿では Balinski と Laraki [2] によっ提案されたMajority Judgment で中心的な役割を演じる集約

関数の問題点を指摘し、それが強単調性の条件を緩めることによって解消できることを示す。さらに評

価者の評価が大きく割れた場合の社会的評価が集約関数を一意的に決定することを示す。
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１．はじめに

本稿では複数の評価者によって選択肢に対し

て表明された評価をどのように社会的評価に集

約するかという問題を考える。N＝{1, 2,...,

n}で評価者の集合を、L ＝{1, 2, ...,l}で選

択肢の集合を表す。さらに m個の評価語から

なる評価語彙をL=Tl1, l2, ... , lmUで示すこと

にする。評価者はこの評価語彙Lから1つの評

価語を選んで表明する。評価語彙Lには順序�

が定義されており、l1�l2�}}}�lmと番号付

けられているとする。記号の簡略化のため以降

では評価語彙Lの最小要素(最低評価)l1と最大

要素(最高評価)lmをそれぞれαとωと表記す

ることにする。まず Balinski と Laraki [1, 2]

によって提案された Majority Judgment で中

心的な役割を演じている集約関数を定義する。

定義1.1. n 人の評価者が表明した評価 x ＝

(x1, x2,...,xn)∈LNに対して社会的評価 f(x)

∈Lを与える関数 fを集約関数と呼ぶ。

各評価者が各選択肢に対して表明した評価を

まとめてできる評価語からなる l × n 行列を

プロファイルと呼ぶ。各プロファイルに対して

評価語からなる l次元ベクトルを与える関数は

社会的評価関数と呼ばれるが、これに中立性と

無関係対象からの独立性を仮定すれば、選択肢

iの評価はプロファイルの i行だけから決まる

ことが直ちに導かれる([2] の Chapter 9 参

照)。よって以降で注目すべきは定義1.1 で定

義された集約関数である。

本稿ではまず集約関数に対して Balinski と

Laraki が想定した条件を説明し、次いで２節

と３節でその問題点を述べる。幾つかの補題を

４節で示したのち、集約関数の一意性を５節で

示す。６節では Balinski と Laraki の順位関数

との関係を述べる。Majority Judgment につい

て は Balinski と Laraki [2] や、[7] の

「Majority Judgment のページ」を、割愛した

補題や定理の証明は[6]を参照していただきた

い1)。

２．基本的条件

集約関数に想定すべき条件の中で以下の２条

件は最も基本的なものである。

定義2.1. 集約関数 fは、任意の(x1,x2,...,xn)

∈LNと N 上の任意の置換τに対して f(x1,

x2,...,xn)＝ f(xτ(1),xτ(2),...,xτ(n)) を満た

すとき匿名性(anonymity) を持つという。

定義2.2. すべての i∈ Nについて xi�x′i であ

るとき

f(x1, x2, ... , xn)�f(x'1, x'2, ... , x'n)
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を満たすとき集約関数 f は弱単調性を持つ

(weakly monotone) という。

匿名性は評価者の名前が結果に影響しないこ

と、弱単調性は評価者のより良い評価は選択肢

の社会的評価を下げないことを意味している。

以降ではこの２条件を仮定する。

３．BALINSKIと LARAKIの想定し

た条件

Balinski と Laraki は[2]で、さらに3つの条

件を想定している。その２つは以下の強単調性

と全員一致性である。

定義3.1. すべてのi�Nについてx i�x'iである

とき

f(x1, x2, ... , xn)�f(x'1, x'2, ... , x'n)

を満たすとき集約関数 f は強単調性を持つ

(strongly monotone) という。

定義3.2. 任意のx�Lについて

f(x, x, ... , x)=x

のとき集約関数 f は全員一致性を持つ(unani-

mous)という。

彼らの３番目の条件を紹介するために操作可

能性について説明しよう。そのため x=

(x1, ... , x i-1, x i, x i+1, ... , xn)�LN と x'�L に

対して

x/ix'=(x1, ... , x i-1, x', x i+1, ... , xn)

と記号を約束する。すなわちx/ ix'は評価者 iが

評価をx'に変更し，他の評価者はその評価を維

持した評価ベクトルである。

定義3.3. 集約関数 fは以下の条件を成り立た

せるx'�Lが存在するとき、評価者i�Nによっ

てx�LNで操作可能(manipulable) であるとい

う。

f(x)�
�

��x i なら f(x)�
�

�� f(x/ix') (3.1)

上記の(3.1)は、社会的評価f(x)が評価者 i

の評価x iよりも悪い（良い）場合には、評価者

iはその評価を偽ることによって社会的評価を

引き上げる（下げる）ことができることを意味

している。このような操作が可能であると、評

価を偽って表明する動機を与えることになるた

め、評価方法の信頼性を損なうこととなる。

Balinski と Laraki が想定した最後の条件は集

約関数がこのような操作に対して耐性を持つこ

とである。

定義3.4. 集約関数が戦略的操作耐性を持つ

(strategy-proof)とは、どのような評価x�LNに

おいてもどの評価者によっても操作可能でない

ことをいう。

以上の条件を満たす集約関数はどのように与

えられるかという問いは当然の問いであるが、

Balinski と Laraki はそのような集約関数は次

に定義される順位関数のみであることを示して

いる。

定義3.5. k��1, 2, ... , n�に対して k-順位関数

(kth order function) とは評価者の表明した n

個の評価の中で下位から k番目の評価を返す関

数である。

つまり、k-順位関数は表明された評価をx i1

� x i2 � ...� x inと昇順に並べ替え、その k番

目の評価x ikを出力する
2)．次の定理は彼らの

主要定理である
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定理3.6 ([2] の Theorem 10.1). 任意の k�

�1, 2, ... , n�について、k-順位関数は匿名性、

弱単調性、強単調性、全員一致性、戦略的操作

耐性を持つ集約関数である。また、これらの条

件を満たす集約関数は k-順位関数のみである。

以下の議論のために Balinski と Laraki の設

定では全員一致性は冗長な条件であることを次

の補題に注意しておく。

補題3.7. 強単調性を持つ集約関数は全員一致

性を持つ。

以上の議論から検討すべき２つの問題点が挙

がってくる。

１番目の問題点は k-順位関数の kの値であ

る。定理3.6が述べるように、kの値にかかわ

らず k-順位関数は要求された条件を満たす。

よって kの値を決定する何らかの説得力ある議

論が必要である。この問題点に対して Balinski

と Laraki は社会的厚生概念を援用して次に定

義する中央順位関数(middlemost order func-

tion) を提案している。x=(x1, x2, ... , xn)とす

ると中央順位関数は

f(x)�
=x n+1

2

�	x n

2
,x n

2
+1


nが奇数の場合

nが偶数の場合

と定義される。ここで

	x n

2
,x n

2
+1
=�l�L9x n

2
� l�x n

2
+1�

である。中央順位関数には n が偶数の場合に

社会的評価を一意に定めることができないとい

う欠点がある。

２番目の問題点は、順位関数は評価者によっ

て表明された評価のどれかを社会的評価として

常に選ぶ点である。つまりどのように評価者の

評価が割れようともいつもf(x)はx1, x2, ... , xn

のどれかでなければならない。例えば半数の評

価が最低評価aで残り半数が最高評価ωであっ

ても、順位関数はaとωのいずれかを社会的評

価として与え、決して両者の中間的な評価を返

さない。

Moulin [4] の施設配置問題に対する論文が

この問題点の解決への糸口を与えている。彼は

直線上の都市に住む単峰な効用関数を持つ住民

が公共施設の設置場所を決定する問題を扱い、

彼の generalized majority relation が幾つかの

望ましい条件を満たす唯一の集約関数であるこ

とを示している。詳細は Moulin [5] の定義

11.6 と定理11.6 を参照していただきたい。

Moulin 自身も述べているように、この結果は

有限の評価語彙によって評価を表明する我々の

問題にすなおに適用可能である。以下では

Moulin の議論を参考にして Balinski と Laraki

が要請している条件の幾つかを緩和することに

よって前出の２つの問題点が解決できることを

示す。

４．幾つかの補題

以下の議論で中心的な役割を演じる中位関数

を次に定義する。

定義4.1. r=(r1, r2, ... , r2k+1)�L2k+1の要素の

L上の順序�による中央値を中位評価と呼び、

これを与える関数を中位関数(median func-

tion) と呼び、med(r1, r2, ... , r2k+1)あるいは

med(r)と表記する。

この定義から直ちに得られる次の補題は、中

位関数の戦略的操作耐性を示す際に基本的な役
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割を演じる。

補題4.2. r=(r1, r2, ... , r2k+1)�L2k+1に対して

(1) med(r)�r iかつ med(r)�r' なら

med(r/ ir')=med(r) である。

(2) med(r)�r iかつ med(r)�r' なら

med(r/ ir')=med(r) である。

(3) r'�med(r)�r'' なら

med(r', r, r'')=med(r) である。

後に系6.1で明らかになるように定義3.1の強

単調性が Balinski と Laraki の設定の問題点の

源である。よって我々は匿名性、弱単調性、戦

略的操作耐性だけを仮定して議論を進める。次

の補題は幾つかの仮想的な評価3)を含んだ中位

関数が、ここで仮定した全ての条件を満たして

いることを示している。

補題4.3. n+kが奇数となるkに対してg0, g1,

... , gkをk個の評価語とする。このとき関数

f(x)=med(x, g)

は匿名性、弱単調性、戦略的操作耐性を持つ。

まず評価者が１名の場合、つまりn=1の場

合を考えよう。ここでa=l1=min� L, w=lm

=max�Lであったことを思い起こしてほしい。

補題4.4. n=1とし、f : L�Lを弱単調な集約

関数とする。このとき fが戦略的操作耐性を持

つための必要十分な条件は

f(x)=med(x, f(a), f(w)) (4.1)

と書けることである。

５．集約関数の一意性

5.1. 主定理．匿名性、弱単調性、戦略的操作

耐性を持つ集約関数 fはn+1個の仮想評価

g0, g1 ... , gn�Lによって

f(x1, x2, ... , xn)

=med(x1, x2, ... , xn, g0, g1, ... , gn)

と書けるとの主定理を示そう。証明は評価者の

人数�N�=nに関する帰納法で行う。すでに補題

4.4 で�N�=n=1の場合にはg0=f(a)とg1=f(w)

で成立することを見た。ここでlkをn,k個のa

とk個のwからなるベクトルとする。つまり

lk=(a, ... , a
�───�───�

n-k

, w, ... , w
�────�────�

k

)�LN (5.1)

である。このとき以下の定理が成り立つ。

定理5.1. f : LN
�Lを匿名性、弱単調性、戦略

的操作耐性を持つ集約関数とする。

g=([0, [1, ... , [n)を

gk=f(lk) (5.2)

と定義すると、任意のx�LNで

f(x)=med(x, g) (5.3)

が成り立つ。

この定理をまとめると次の系が得られる。

系5.2. 集約関数 f : LN
�Lが匿名性、弱単調

性、戦略的操作耐性を持つための必要十分な条

件は、g=(g0, g1, ... , gn)�Ln+1が存在して

f(x)=med(x, g)

と書けることである。

5.2. 仮想評価の縮小．集約関数に付加的な条

件を仮定すれば仮想評価g0, g1, ... , gnの個数を
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減らすことが可能である。

定義5.3. 集約関数 f は

f(a, a, ... , a)=aかつf(w, w, ... , w)=w

を満たすとき両端で全員一致性を持つ(unani-

mous at ends) という。

系5.4. 匿名性、弱単調性、戦略的操作耐性を

持つ集約関数f : LN
�Lが全員一致性を持つた

めの必要十分条件は両端で全員一致性を持つこ

とである。

系5.5. 匿名性、弱単調性、戦略的操作耐性を

持つ集約関数f : LN
�Lが両端で全員一致性を

持つかあるいは強単調であるとする。このとき

n,1個の仮想評価g=(g1, g2, ... , gn-1)�Ln-1

が存在して

f(x)=med(x, g)

と書ける。

６．順位関数の導出

これまで集約関数は n+1個の仮想評価

g0, g1, ... , gnによって完全に決定づけられるこ

とを見てきた。しかもこれらの仮想評価は最低

評価aと最高評価wのみが表明された場合の集

約関数の出力する社会的評価であった。lkの

定義(5.1) を再度見ていただきたい。そこで、

以下では両端で全員一致性を持ち、しかもlk

が表明された場合にaあるいはwのいずれかを

返す集約関数を考える。弱単調性から

gk=
a 0CkClの場合

w l+1CkCnの場合

となるlが存在する。ここで両端での全員一致

性から0ClCn,1であることに注意してほし

い。必要な場合には番号を付け直してx1�x2�

... �xnとすると、gkがaあるいはwに等しい

ことからf(x)は

f(x)=med(x, a, ... , a
�───�───�

l+1

, w, ... , w
�────�────�

n-l

)

=med(a, ... , a, x1, ... , xn-l-1
�──――――――──�─――――――───�

n

,

xn-l,xn-l+1, ... , xn, w, ... , w
�──――――――──�─――――――───�

n

)

=xn-l

で与えられる。以上の結果は、fが Balinski と

Laraki の(n,l)-順位関数であることを示して

いる。

系6.1 ([2] の Theorem 10.1). 匿名性、弱単

調性、戦略的操作耐性に加えて強単調性を持つ

集約関数f : LN
�Lは順位関数である。

つまり、強単調性は、表明された評価が大き

く割れた場合に集約関数が最低評価か最高評価

のいずれかを返すことを導くことになる。

７．結論

本稿では、集約関数が仮想評価と中位関数で

特徴づけられること、さらに仮想評価は評価が

大きく割れた場合、つまりどの評価者について

もその表明した評価が最低評価かあるいは最高

評価である場合、の集約関数の出力であること

を示した。これによって、集約関数を決定する

には評価が大きく割れた場合についてのみ社会

的評価に対して評価者が合意すればよいことが

導ける。
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注

１) Jennings がその博士論文[3] で本稿の結果と同

様の結果をすでに導いていたことを、著者は本稿

の元となった論文[6] の査読者からの指摘によっ

て知るに及んだ。これは著者の不勉強による。

よって著者は本稿の内容の新規性を主張するつも

りはなく、本稿はこの分野に多くの方が興味を

持ってくださるようにとの思いから書き記したも

のである。

２） Balinski と Laraki [2] の Chapter 10 にある順

位関数の定義では、評価は降順に並べられてお

り、ここでの定義はその点で彼らのものと異なる

が、kをn,kで置き換えれば同じものを与える。

３） Moulin は phantom grades と名付けている。
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