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待ち行列理論とその応用

文教大学大学院情報学研究科 教授 竹田　仁†

Hitoshi Takeda†

あらまし 待ち行列理論は，行列を作るような混雑した現象を理論的に調べ，それに関する対策を立てて混雑を解消さ

せる学問であり，オペレーションズ・リサーチ（OR）の中で一つの重要な研究分野である．この理論は歴史的にも古く，

電話通信における待ち行列から発達して，その後，数多くの論文が発表され，理論的側面および実際問題への応用は，大

きく発展してきた．その応用の一部を紹介する．

キーワード：確率論，Kendall の記号，リトルの公式，マルコフ過程，状態平衡方程式

1. は じ め に

待ち行列理論（queuing theory）は，OR手法の中でき
わめて古くから研究されてきた理論で応用範囲も広範囲に

およぶ．その名が示すように，あるサ－ビスにおける待ち

の理論的解析を行う学問である．

待ち行列理論の先駆者は，1909 年にデンマークの
A.K.Erlangの発表した”The Theory of Probabilities and
Telephone Conversations”という電話交換機の待ち合わ
せの研究から始まっている．その後，待ち行列理論は電話

交換の問題として研究が進められてきたが，確率過程論の

導入によって飛躍的な発展をとげた．アメリカのベル電話

試験所でも種々の成果が得られた．現在でも，待ち行列の

理論の用語に，電話に関する用語がしばしば使用されてい

るのも，この経過から当然の事である．また，1947年には
スウェーデンのパーム（C.Palm）が機械管理の問題におい
て，機械の故障修理に待ち行列の考え方を取り入れた論文

を発表している．これは，今までの電話に関する待ち行列

の研究から，他の分野での待ち行列の理論の研究として名

高いものである．

この様に待ち行列理論は単に電話交換の問題だけでなく

道路，鉄道といった輸送システム，機械などの保守や点検，

在庫，生産，販売などの分野にもまたがっている．最近で

はコンピュータのシステム設計や性能評価，オンラインシ

ステムのバッファの待ちに至るまで多くの分野で利用され

ている．
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2. 待ち行列について

待ち行列理論の研究の目的は，行列を作るような混雑し

た現象を理論的に調べ，それに関する対策を立てて混雑を

解消させることにある．待ち行列の現象は我々の日常生活

でもごく普通なことである．

病院の受付や，高速道路の出口での渋滞のように，しば

しば行列に並ぶことがある．もし，この行列をなくそうと

すると，巨額な費用がかかり，費用と待ち時間を較べなが

らわれわれはシステムを設計する必要がある．

このようにして，電話システムばかりでなく，道路・鉄

道の輸送システム，機械の保守，工場の生産ロットの加工

待ちや機械の修理待ち，コンピュータのバッファの待ちと

至るところに待ち行列は存在し，サービスのシステムなど

のモデルを構築されている．とくに近年めざましい発展を

とげている情報処理システムの中には，数多くのタイプの

待ち行列を見うけることができる．サービス処理方法の違

いによる優先順位のある待ち行列，情報の流れによって起

こるネットワーク上の待ち行列など，コンピュータの情報

処理は，待ち行列の問題を多種多様にわたって提供してい

る．現在この分野で多数の研究がなされている．

また，ネットワークを構築するには新しい構築論が必要

になり，リソースを適正に算出し配備するにも待ち行列理

論が大きく貢献している．

待ち行列の問題は，サービスを提供する施設（サービス

窓口）が多すぎるとサービスを提供する施設や人員の遊休

が発生してしまい，逆にサービスをする施設が少なすぎる

と，サービスを受ける側の待ち行列が長くなり待ちによる

損失が発生する．このように待ち行列の問題では，サービ

スを提供する側とサービスを受ける側との相対立する費用

の均衡を図り，最適なサービス窓口の数などを決定するこ

とになる．この様な問題を扱うための確率的モデルが待ち
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行列理論である．

待ち行列理論では，一般に次のようなことが解析できる．

（ 1） システムの中にｎ人の客がいる確率（システム内
に客がいない時には待たずにすぐサービスを受けら

れ，客が 1人以上いる時には待たなければならない．
このようにシステム内に客がいない確率，1人の客
がいる確率，2人の客がいる確率，，n人の客がい
る確率が求められる）．

（ 2） システムの中にいる平均客数．
（ 3） 行列待ちの平均の長さ．
（ 4） 到着した客がシステムの中で滞在する平均時間．
（ 5） 到着した客がサービスを受けるまでの平均待ち

時間．

オペレーションズ・リサーチは，根源的にも，”決定”の

要素を含んでいるその中で，待ち行列における”決定”と

は，例えば，高速道路の料金所のゲート数の決定であれば，

モデルを作り，理論計算，または，シミュレーション等を

通して，設計段階の決定であった．近年，決定を含んだ動

的に制御された待ち行列（controlled queue）が研究され
てきた．コントロールの方法を大別すると，入力すなわち

到着客のコントロールとサービスの方法によるコントロー

ルに分けることができる．入力のコントロールは，到着客

受け入れによる利益と待ち時間による損失を較べながら到

着客を受理するか否なのコントロールであり，サービスの

方法によるコントロールは，システムの状態から費用のか

からないようにサービス方法を動的に決定することである．

このような 2種類のコントロールを同時に扱うモデルに
対して最適政策の単調性を求めた．この問題をセミマルコ

フ決定過程で定式化し，状態の推移を作用素を用いて表現

すると，簡単になるだけでなく，従来，個別に行われてき

た到着客のコントロールとサービス方法のコントロールの

単調性を導くための凸性が，同時に取り扱うこの問題に対

しても，負の項に注目することによって，統一的に解析す

ることができる．

この様に，あらゆる分野で数え切れないほど多くの研究

が多数の研究者によってなされてきたが，その多くがコン

ピュータと通信の分野の課題に関するものであった．この

意味で，待ち行列理論はこれらの分野の新技術とともに発

展してきたと言ってよい．この流れの中で初期の中心的な

話題は D.G.Kendall による記号で表現される標準的な待
ち行列モデルを確率過程論を用いて解析することである．

利用率ρが１に近づくと待ち時間が急速に大きくなる．

これを避けるには窓口の数を増すなど，ρの値を小さくす

ればよい．また，指数分布を一定分布にするなど，変動係

数（ランダムネス）を減らすことも，待ち時間を減少する

効果がある．

最も基本的なモデルである M/G/sモデルの解析は不首
尾に終わり，これが待ち行列理論研究の方向を大きく変え

ることになった．そのひとつの帰結が，コンピュータの進歩

を取り込んで「解析のアルゴリズムを与えることで，解析

したことにする」という態度である．これによって相型分布

(PH)という概念が生まれ，Aggregation/Disaggregation
法を用いたものなど，PH/PH/cモデルの解析法が確立さ
れた．相型分布のクラスは非負の確率分布のクラスの中で

稠密なので，これによって標準的待ち行列モデルの解析は

ある意味で解決できたとも考えられる．さらに，このよう

な思い切りから Matrixgeometric form solution という理
論も出現し，マルコフ連鎖や待ち行列の理論のある部分が

たいへんみとうしがよくなった．

個別モデル

標準的モデルの他にも多数のモデルや概念が提案され，解

析された．たとえば

•待ち合い室有限の（呼損のある）待ち行列モデル
•優先権のある待ち行列モデル
•有限呼源待ち行列モデル
•タイムシェアリング待ち行列モデル
•バァケーションのある待ち行列モデル
•ゲートのある待ち行列モデル
•集団到着のあるモデル
•集団サービスのあるモデル
これらはコンピュータや通信ネットワークの性能評価を

行うための部分モデルとして考えられたものである．たと

えば待ち合い室の無いモデルは古い型の電話交換機をモデ

ル化したものだし，優先権のあるモデルは計算機の中で緊

急性や計算時間の異なるジョブを最適にコントロールする

ために利用された．

3. お わ り に

待ち行列モデルが適用される問題は拡がっている．それ

に伴って解析すべき状況も複雑なものになり，解析手法も

高度なものになっている．
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